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Задача о матричном решении СЛАУ с минимальной
евклидовой нормой

Основная лемма a

a[1] Тихонов А.Н. О приближенных системах линейных алгебраических
уравнений // Журн. вычисл. матем. и матем. физ. 1980. Т. 20. № 6. С.
1373-1383.

Дана СЛАУ Ax = b с неизвестной матрицей A ∈ Rm×n, x 6= 0.
∃!Â = argmin

Ax=b
‖A‖, Â = bx>

x>x
, ||Â|| = ‖b‖

‖x‖ , где

‖A‖ =

 m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2
 1

2

, ‖x‖ =

 n∑
j=1

|xj |2
 1

2

.

Минимальная матричная коррекция СЛАУ c
известными A, b на заданное решение x 6= 0:
(A+H)x = b ⇔ Hx = b − Ax ⇒
⇒ Ĥ = (b−Ax) x>

x>x
, ||Ĥ|| = ‖b−Ax‖

‖x‖ .
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«Векторизация» СЛАУ

Подготовка к решению СЛАУ относительно неизвестной матрицы a

a Ерохин В.И. Матричная коррекция несобственных задач линейного программирования по
минимуму евклидовой нормы с произвольными весами и фиксированными элементами //
Математическое программирование: Труды XIII Байкальской международной школы-семинара
«Методы оптимизации и их приложения». Т. 1: Иркутск, ИСЭМ СО РАН. 2005. С. 105–111.

Ax = b⇔ X(x) · a(A) = b

где

X(x) =


x> 0 · · · 0
0 x> · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 0 x>

 ∈ Rm×(m·n),

a(A) = [a11, · · · , a1n, a21, · · · , a2n, · · · , am1, · · · , amn]
> ∈ R(m·n).

Минимальная матричная коррекция СЛАУ c извест-
ными A, b на заданное решение x 6= 0: (A+H)x =

b⇔ X(x)h(H) = b−Ax⇒ ĥ(H) = X+(x) (b−Ax).
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Обобщение леммы Тихонова:

Задача о матричном решении пары сопряженных СЛАУ с минимальной
евклидовой нормой a

a Ерохин В.И. Матричная коррекция двойственной пары несобственных задач линейного
программирования // Журн. вычисл. матем. и матем. физ. 2007. Т. 47. № 4. С. 587-601.

Дано: x, v ∈ Rn, u, b ∈ Rm, x, u 6= 0.
Найти: матрицу A ∈ Rm×n с минимальной евклидовой нормой,
являющейся решением системы

Ax = b, u>A = v>. (1)
Теорема о матричном решении системы пары сопряженных
СЛАУ
Система (1) разрешима относительно матрицы A⇔ выполняется
условие α , (b>u = v>x). Минимальное по еквклидовой норме
решение единственно и определяется формулой

Â =
bx>

x>x
+
uv>

u>u
− α · ux>

x>x · u>u
.

При этом
∥∥∥Â∥∥∥2 = ‖b‖2/‖x‖2+‖v‖2/‖u‖2 − α2

/(
‖x‖2 · ‖u‖2

)
.
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Минимальная матричная коррекция пары сопряженных
СЛАУ c известными A, b, v на заданные решения x 6= 0,
u 6= 0 такие, что u>b = v>x = γ, (A+H)x = b,
u> (A+H) = v>, ‖H‖ → min.

Решение с помощью обобщенной леммы Тихонова

Ĥ = (b−Ax) x
x>x

+ u
u>u

(
v> − u>A

)
− α ux>

x>x·u>u ,∥∥∥Ĥ∥∥∥2 = ‖b−Ax‖2

‖x‖2 +
‖v>−u>A‖2
‖u‖2 − α2

‖x‖2·‖u‖2 , α = γ − u>Ax.

Решение с помощью векторизации матрицы H

~̂(x, u) =
[
X(x)
U(u)

]+ [
b−Ax
v −A>u

]
, где X(x) =


x> 0 ··· 0

0 x>
. . .

...
...
. . . . . . 0

0 ··· 0 x>

,
U(u) = [u1In · · ·umIn], ~̂ собран из столбцов H, «+» –
псевдообращение, In – единичная матрица порядка n.

В. И. Ерохин Матричная коррекция пары двойственных задач линейного программирования 8 / 18



Книга... Лемма... Матричная коррекция ЛП Обоснование... Диссертации Публикации

Минимальная матричная коррекция двойственной пары
несобственных задач ЛП

Пусть L(A, b, c): Ax = b, x ≥ 0, c>x→ max – прямая задача
ЛП в канонической форме, L∗(A, b, c): u>Ax ≥ c>, u>b→ min
– двойственная задача ЛП в основной форме.
Постановка задачи

‖H‖ → min
Задачи L(A+H,b,c), L∗(A+H,b,c) собственные

(2)

Сведение задачи (2) к задаче МП, общие условия:

c>x = u>b = γ, d>x = 0, x ≥ 0, d ≥ 0.

– обобщенная лемма Тихонова:
‖b−Ax‖2

‖x‖2 +
‖c+d−A>u‖2

‖u‖2 − (γ−u>Ax)
2

‖x‖2·‖u‖2 → min
x,d,u

.

– векторизация:
∥∥∥∥[X(x)

U(u)

]+ [
b−Ax

c+d−ATu

]∥∥∥∥2 → min
x,d,u

.
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Регуляризованное решение двойственной пары задач
ЛП

Пусть X(A, b) , {x |Ax = b, x > 0} и U(A, c) ,
{
u
∣∣u>A > c>

}
– допустимое множества задач ЛП L(A, b, c) и L∗(A, b, c).

Постановка задачи
Дано: A0, b0, c0 – неизвестные «точные» объекты, A, b, c –
известные «приближенные» объекты, ‖A0 −A‖ 6 µ,
‖b0 − b‖ 6 δb, ‖c0 − c‖ 6 δc, задачи L(A0, b0, c0), L∗(A0, b0, c0)
– собственные.
Найти: A1, b1, c1, x1, u1 такие, что ‖A1 −A‖ 6 µ,
‖b1 − b‖ 6 δb, ‖c1 − c‖ 6 δc,

‖x1‖2 + ‖u1‖2 → min
X(A1,b1)6=∅,U(A1,c1) 6=∅

(3)

В. И. Ерохин Матричная коррекция пары двойственных задач линейного программирования 10 / 18



Книга... Лемма... Матричная коррекция ЛП Обоснование... Диссертации Публикации

Сведение (3) к задаче МП и восстановление решения

Решение задачи (3) существует, единственно и имеет вид
A1 = A+H, b1 = b+ hb, c1 = c+ hc,

H =
(b1 −Ax1)x>1

x>1 x1
+
u
[
c>1 − u>1 A

]
+

u>1 u1
− α u1x

>
1

x>1 x1 · u>1 u1
,

где x1, hc ∈ Rn, u1, hb ∈ Rm – решение задачи
(c+ hc)

>x = u>(b+ hb) = γ, x > 0, α = γ − u>Ax, ‖hb‖ 6 δb,
‖hc‖ 6 δc,

‖b+ hb −Ax‖2

‖x‖2
+

∥∥∥[c> + h>c −A>u
]
+

∥∥∥2
‖u‖2

− α2

‖x‖2 · ‖u‖2
6 µ2,

‖x‖2 + ‖u‖2 → min, [·]+ , – положительная срезка вектора.
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Некоторые диссертации по матричной коррекции

Ватолин А.А. Методы анализа несобственных задач математического
программирования: Дисс. ... канд. физ.-матем. наук: 01.01.09. –
Свердловск, ИММ УрО РАН, 1984.

Ватолин А.А. Несобственные задачи математического программирования и
методы их коррекции : Дисс ... докт. физ.-матем. наук : 01.01.09. –
Екатеринбург, ИММ УрО РАН, 1992.

Кондратьева В.А. Несобственные задачи линейной оптимизации и
параметрическое программирование: Дисс. ... канд. физ.-матем. наук:
05.13.17. – Москва, МПГУ, 2000.

Ибатуллин Р.Р. Методы коррекции и аппроксимации несобственных задач
оптимизации и управления с минимаксным критерием: Дисс. ... канд.
физ.-матем. наук: 05.13.17. – Москва, МПГУ, 2002.

Муравьева О.В. Матричная коррекция данных для несовместных систем
линейных уравнений и ее применение в задачах оптимизации и
классификации: Дисс. ... канд. физ.-матем. наук: 05.13.17. – Москва, МПГУ,
2002.

Ерохин В.И. Оптимальная матричная коррекция несовместных систем
линейных алгебраических уравнений и несобственных задач линейного
программирования: Дисс. ... докт. физ.-матем. наук: 05.13.17. – Москва, ВЦ
РАН, 2006.
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Золтоева И.А. Методы коррекции данных для формализации и решения
задач многокритериальной оптимизации: Дисс. ... канд. физ.-матем. наук:
05.13.17. – Москва, МПГУ, 2006.

Печенкин Р.В. Методы коррекции несовместных систем со структурными
ограничениями: Дисс. ... канд. физ.-матем. наук: 05.13.17. – Москва, МПГУ,
2006.

Клименко О.А. Методы коррекции данных несовместных линейных систем
комбинаторного типа: Дисс. ... канд. физ.-матем. наук: 05.13.17. – Москва,
МПГУ, 2010.

Красников А.С. Матричная коррекция противоречивых данных в линейных
оптимизационных моделях: Дисс. ... канд. физ.-матем. наук: 05.13.17. –
Москва, МПГУ, 2010.

Волков Р.В. Восстановление линейных зависимостей по неточной
информации: Дисс. ... канд. физ.-матем. наук: 05.13.17. – Москва, МПГУ,
2011.

ЛЕ Н.З. Методы коррекции несовместных систем линейных уравнений и
неравенств с блочной структурой и их применение к задачам обработки
информации: Дисс. ... канд. физ.-матем. наук: 05.13.17. – Москва, МПГУ,
2012.

Баркалова О.С. Численные методы коррекции несобственных задач
линейного программирования по минимуму полиэдральных норм и их
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применение в процессах обработки информации: Дисс. ... канд. физ.-матем.
наук: 05.13.17. – Москва, МПГУ, 2013.

Хвостов М.Н. Матричная коррекция несобственных задач линейного
программирования со специальной структурой: Дисс. ... канд. физ.-матем.
наук: 05.13.17. – Москва, ВЦ РАН, 2015.
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Некоторые публикации, связывающие матричную коррекцию с машинным
обучением и искусственным интеллектом (дополнительно к списку
Ф.П. Васильева и А.Ю. Иваницкого)

Муравьева О.В. Робастность и коррекция линейных моделей //
Автоматика и телемеханика. 2011. № 3. С. 98–112.

Муравьева О.В. Исследование параметрической устойчивости решений
систем линейных неравенств и построение разделяющей гиперплоскости //
Дискретн. анализ и исслед. опер. 2014. Т.21. № 3. С. 53–63.

Горелик В.А., Трембачева (Баркалова) О.С. Решение задачи линейной
регрессии с использованием методов матричной коррекции в метрике `1 //
Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2016. Т.56. № 2. С. 202–207.
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Спасибо за внимание!
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