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Â äàííîì äîêëàäå ìû îáðàùàåì âíèìàíèå ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà íà

áîãàòîå âíóòðåííåå (ìàòåìàòè÷åñêîå) ñîäåðæàíèå òåîðèè ìàòðè÷�

íîé êîððåêöèè, ïðåäñòàâëåííîé â îáçîðíîì äîêëàäå Â. È. Åðîõè�

íà [1℄ è êíèãå Ô. Ï. Âàñèëüåâà è À. Þ. Èâàíèöêîãî [2, ãëàâà 8℄.

Íèæå ïðèâåäåíû ÿðêèå è ïîó÷èòåëüíûå äîêàçàòåëüñòâà áàçîâûõ

ðåçóëüòàòîâ ýòîé òåîðèè.

1°. Èìåþòñÿ äâà âåêòîðà: íåíóëåâîé n-ìåðíûé âåêòîð x è m-ìåðíûé âåê�

òîð b. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à:

ñðåäè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ âåêòîð x

â âåêòîð b, íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå ñ íàèìåíüøåé íîðìîé.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðîâ è åâêëèäîâó íîðìó ìàò�

ðèö H ∈ R
m×n

, èìåþùóþ âèä

‖H‖2 =

m
∑

i=1

n
∑

j=1

∣

∣H [i, j]
∣

∣

2

.

Ôîðìàëèçóåì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó:

‖H‖2 −→ min,

H ∈ R
m×n, Hx = b.

(1)

Ýòà çàäà÷à èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

∗
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ËÅÌÌÀ 1 (À. Í. Òèõîíîâ [3℄). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ÿâëÿ�

åòñÿ ìàòðèöà

H∗ =
1

‖x‖2
b xT , (2)

ãäå b xT
åñòü ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà-ñòîëáöà b íà âåêòîð-ñòðîêó xT

. Äëÿ íîð�

ìû ìàòðèöû H∗ ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

‖H∗‖ =
‖b‖

‖x‖
. (3)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òîH∗ � ïëàí çàäà÷è (1). Äåéñòâèòåëüíî,

H∗x =
1

‖x‖2
b
(

xTx
)

= b.

Òàê êàê

(

b xT
)

[i, j] = b[i] x[j], òî

‖H∗‖
2 =

1

‖x‖4

m
∑

i=1

|b[i]|2
n

∑

j=1

|x[j]|2 =
‖b‖2

‖x‖2
.

Îòñþäà ñëåäóåò (3).

Ïðîâåðèì îïòèìàëüíîñòü H∗. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû Hx = b (îòíîñèòåëü�

íî H) èìååò âèä H = H∗+H0, ãäå H0 � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû H0x = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöû H0 è H∗ îðòîãîíàëüíû. Ñîãëàñíî (2) è ðàâåíñòâàì

(

H0x
)

[i] = 0 ïðè âñåõ i ∈ 1 : m èìååì

〈H0, H∗〉 =
m
∑

i=1

n
∑

j=1

H0[i, j]H∗[i, j] =

=
1

‖x‖2

m
∑

i=1

n
∑

j=1

H0[i, j] b[i] x[j] =

=
1

‖x‖2

m
∑

i=1

b[i]×
(

H0x
)

[i] = 0.

Îðòîãîíàëüíîñòü ìàòðèö H0 è H∗ óñòàíîâëåíà.

Òåïåðü çàïèøåì

‖H‖2 = ‖H∗ +H0‖
2 = ‖H∗‖

2 + 2 〈H∗, H0〉+ ‖H0‖
2 =

= ‖H∗‖
2 + ‖H0‖

2
.

Îòñþäà ñëåäóåò êàê îïòèìàëüíîñòü, òàê è åäèíñòâåííîñòü ìàòðèöû H∗.

Ëåììà äîêàçàíà.
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2°. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (1) ñ íåèçâåñòíîé ìàòðèöåé H ñâîäèòñÿ ê ñòàí�

äàðòíîé çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíè�

ÿìè-ðàâåíñòâàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H1, H2, . . . , Hm ñòðîêè ìàòðèöû H , òàê ÷òî

Hi = (H [i, 1], H [i, 2], . . . , H [i, n]) , i ∈ 1 : m.

Ââåä¼ì ¾äëèííóþ¿ âåêòîð-ñòðîêó h ∈ R
mn
, ñîñòàâëåííóþ èç ñòðîê ìàòðè�

öû H ,

h = (H1, H2, . . . , Hm) ,

è ìàòðèöó

X =











xT
0 . . . 0

0 xT . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . xT











,

èìåþùóþ ðàçìåðû m× (mn). Òîãäà çàäà÷ó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1

2
‖h‖2 −→ min

XhT = b.
(4)

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (4) íåïóñòî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà X èìååò ïîëíûé ðàíã, ò. å. ÷òî rank(X) = m. Ïî óñëî�

âèþ âåêòîð x íåíóëåâîé. Ó íåãî èìååòñÿ íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà x[j0]. Îòìåòèì,
÷òî

X [1, j0] = X [2, n+ j0] = . . . = X [m, (m− 1)n+ j0] = x[j0].

Ïîäìàòðèöà ìàòðèöû X , ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ ñ èíäåêñàìè

j0, n+ j0, . . . , (m− 1)n+ j0,

ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû x[j0]. Ýòî
ãàðàíòèðóåò ðàâåíñòâî rank(X) = m.

Íåïóñòîòà ìíîæåñòâà ïëàíîâ çàäà÷è (4) óñòàíîâëåíà. Å¼ öåëåâàÿ �óíêöèÿ

îãðàíè÷åíà ñíèçó íóë¼ì. Ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è êâàä�

ðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî çàäà÷à (4) èìååò îïòèìàëüíûé

ïëàí.

Çàïèøåì êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ ïëàíà h,

h =

m
∑

i=1

u[i]Xi, (5)

ãäå Xi � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû X . Ñòðóêòóðà ìàòðèöû X è âåêòîðà h ïîçâîëÿþò

ïåðåïèñàòü ðàâåíñòâî (5) â âèäå

Hi = u[i] xT , i ∈ 1 : m. (6)
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Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñïðàâà íà x, ïîëó÷èì

Hi x = u[i] ‖x‖2, i ∈ 1 : m. (7)

Âìåñòå ñ òåì, ñîãëàñíî îãðàíè÷åíèþ çàäà÷è (4) èìååì

b[i] = Xi h
T = xT HT

i = Hi x. (8)

Îáúåäèíèâ (7) è (8), ïðèä¼ì ê ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

u[i] =
1

‖x‖2
b[i], i ∈ 1 : m.

Ôîðìóëà (6) ïðèíèìàåò îêîí÷àòåëüíûé âèä

Hi =
1

‖x‖2
b[i] xT , i ∈ 1 : m. (9)

�åøåíèåì çàäà÷è (4) áóäåò âåêòîð

h∗ = (H1, H2, . . . , Hm) .

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè öåëåâîé �óíêöèè. Èç

ñòðîê H1, H2, . . . , Hm ñîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà H∗, êîòîðàÿ áóäåò åäèíñòâåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Ñîãëàñíî (9) ìàòðèöà H∗ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

H∗ =
1

‖x‖2
b xT .

Çàì å ÷ à í è å. Â ëåììå À. Í. Òèõîíîâà îïòèìàëüíàÿ ìàòðèöà H∗ ïðåäúÿâëÿ�

åòñÿ, à ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (4) �îðìóëà äëÿ H∗ âûâîäèòñÿ.

3°. Ïåðåïèøåì êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (4) â âèäå

h = uTX,

XhT = b.
(10)

Îòìåòèì, ÷òî

XXT = ‖x‖2Em,

ãäå Em � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m. Ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

äðóãîé âàðèàíò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10).

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (10) íà XT
ñïðàâà. Çàïèøåì

hXT = uT
(

XXT
)

= ‖x‖2uT .
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Ñîãëàñíî âòîðîìó óðàâíåíèþ â (10) èìååì hXT = bT . Çíà÷èò,

uT =
1

‖x‖2
bT .

Ïðèõîäèì ê �îðìóëå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4):

h∗ =
1

‖x‖2
bTX =

1

‖x‖2
(

b[1]xT , b[2]xT , . . . , b[m]xT
)

.

Âåêòîð h∗ ïîðîæäàåò ìàòðèöó

H∗ =
1

‖x‖2











b[1]xT

b[2]xT

.

.

.

b[m]xT











=
1

‖x‖2
b xT ,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

4°. Ñ ïîìîùüþ ëåììû À. Í. Òèõîíîâà ìîæíî íàéòè ðåøåíèå ñëåäóþùåé

çàäà÷è.

Äàíû ìàòðèöà A ∈ R
m×n

è âåêòîðû b ∈ R
m
, x0 ∈ R

n
,

ïðè÷¼ì x0 6= 0 è Ax0 6= b. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîððåêòèðóþ�

ùóþ ìàòðèöó H ∈ R
m×n

, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé

çàäà÷è

‖H‖2 −→ min,

H ∈ R
m×n, (A+H)x0 = b.

(11)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð x0 íå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå Ax = b, îäíàêî îí ïðåä�

ñòàâëÿåò äëÿ íàñ èíòåðåñ. Ìû õîòèì ïîñòðîèòü áëèçêóþ ñèñòåìó (A+H) x =
= b, êîòîðîé x0 óäîâëåòâîðÿåò.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (11) áóäåò ìàòðèöà

H∗ =
1

‖x0‖2
(b− Ax0)x

T
0
.

Ïðè ýòîì

‖H∗‖ =
‖b− Ax0‖

‖x0‖
.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì b1 = b−Ax0 è ïåðåïèøåì çàäà÷ó (11) â âèäå

‖H‖2 −→ min,

H ∈ R
m×n, Hx0 = b1.

(12)

Ïî óñëîâèþ x0 6= 0. Çàäà÷à (12) ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé (1) ïðè çàìåíå b1 íà b.

Ïîýòîìó çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû À. Í. Òè�

õîíîâà.
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5°. Ïåðåéä¼ì ê çàäà÷å î ìàòðè÷íîé êîððåêöèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðà�

âåíñòâ. Ïóñòü äàíû äâà âåêòîðà: íåíóëåâîé n-ìåðíûé âåêòîð x0 è m-ìåðíûé

âåêòîð b. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à:

ñðåäè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé H ∈ R
m×n

, îáåñïå÷èâàþùèõ

âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Hx0 6 b, íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå ñ íàè�

ìåíüøåé íîðìîé.

Ôîðìàëüíàÿ çàïèñü ýòîé çàäà÷è âûãëÿäèò òàê:

‖H‖2 −→ min,

H ∈ R
m×n, Hx0 6 b.

(13)

ËÅÌÌÀ 2. Çàäà÷à (13) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

H∗ =
1

‖x0‖2
(b− z∗) x

T
0
,

ãäå z∗ ∈ R
m
è

z∗[i] =

{

b[i], åñëè b[i] > 0,
0, åñëè b[i] < 0.

(14)

Ïðè ýòîì

‖H∗‖ =
‖b− z∗‖

‖x0‖
.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî Hx0 6 b â ýêâèâàëåíòîì âèäå

Hx0 = b− z, z > 0.

Ïðè �èêñèðîâàííîì z > 0 ðàññìîòðèì çàäà÷ó

‖H‖2 −→ min,

H ∈ R
m×n, Hx0 = b− z.

(15)

Ïî ëåììå À. Í. Òèõîíîâà çàäà÷à (15) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

H(z) =
1

‖x0‖2
(b− z) xT

0
.

Ïðè ýòîì

‖H(z)‖ =
‖b− z‖

‖x0‖
.
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Òåïåðü áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü íîðìó ‖H(z)‖ ïî z > 0, ÷òî ñâîäèòñÿ ê

ðåøåíèþ ýëåìåíòàðíîé çàäà÷è

m
∑

i=1

∣

∣b[i]− z[i]
∣

∣

2

−→ min,

z[1] > 0, z[2] > 0, . . . , z[m] > 0.

Çäåñü êàæäîå ñëàãàåìîå

∣

∣b[i] − z[i]
∣

∣

2

ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü ïî z[i] > 0 íåçà�
âèñèìî. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ðåøåíèÿ z∗[i] ïîëó÷èì �îðìóëó (14).

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî H∗ = H(z∗). Ëåììà äîêàçàíà.

6°. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 2 ìîæíî ðåøèòü òàêóþ çàäà÷ó.

Çàäàíû ìàòðèöà A ∈ R
m×n

è âåêòîðû b ∈ R
m
, x0 ∈ R

n
,

ïðè÷¼ì âåêòîð x0 îòëè÷åí îò íóëåâîãî è íå óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó Ax 6 b. Òðåáóåòñÿ ñðåäè ìàòðèö H ∈ R
m×n

,

òàêèõ ÷òî (A +H)x0 6 b, íàéòè ìàòðèöó ñ íàèìåíüøåé íîðìîé.

Îáîçíà÷èì b1 = b−Ax0 è ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (A+H)x0 6 b â ýêâèâà�

ëåíòíîì âèäå Hx0 6 b1. Åñëè â �îðìóëèðîâêå ëåììû 2 çàìåíèòü b íà b1, òî

ïîëó÷èì ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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