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1
◦. Простейшая квадратичная задача математической диагностики ста-

вится так [1, 2]: найти ортогональную проекцию произвольной точки на вы-
пуклую оболочку конечного числа известных точек. Сформулируем общую
квадратичную задачу математической диагностики.

В пространстве R
n заданы два конечных множества

P1 =
{
pj
}s

j=1
и P2 =

{
pj
}m

j=s+1
,

где s ∈ 1 : m − 1. Обозначим через C1 и C2 выпуклые оболочки множеств P1

и P2 соответственно. Требуется решить экстремальную задачу

1

2
‖x− y‖2 → min

x∈C1, y∈C2

. (1)

Очевидно, что задача (1) имеет решение (x∗, y∗). Если минимальное значе-
ние целевой функции равно нулю, то x∗ = y∗. В этом случае найдена общая
точка множеств C1 и C2.

2
◦. По определению выпуклой оболочки точки x и y допускают представ-

ления

x =
s∑

j=1

ujpj, y =
m∑

j=s+1

ujpj,

где
s∑

j=1

uj = 1, uj > 0 при j ∈ 1 : s;

m∑

j=s+1

uj = 1, uj > 0 при j ∈ s+ 1 : m.

(2)
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Введем вектор ξ = (ξ1, . . . , ξm) с компонентами ξj = 1 при j ∈ 1 : s, ξj = −1
при j ∈ s+ 1 : m. Тогда условия (2) можно переписать в эквивалентном виде:

m∑

j=1

uj = 2,
m∑

j=1

ξjuj = 0,

uj > 0, j ∈ 1 : m.

Обозначим через A матрицу со столбцами ξ1p1, . . . , ξmpm и преобразуем
целевую функцию задачи (1):

1

2
‖x− y‖2 = 1

2

∥∥∥
m∑

j=1

ujξjpj

∥∥∥
2

= 1

2
‖Au‖2 = 1

2
〈ATAu, u〉.

Придем к подробной записи задачи (1),

1

2
〈ATAu, u〉 → min,

m∑

j=1

uj = 2,

m∑

j=1

ξjuj = 0,

uj > 0, j ∈ 1 : m.

(3)

Очевидно, что задача (3) имеет решение u∗.
Запишем критерий оптимальности для задачи квадратичного программи-

рования (3) (условия Куна–Таккера):

ATAu = µe+ λξ +
m∑

j=1

tjej,

tjuj = 0, tj > 0 при j ∈ 1 : m,

(4)

где e ∈ R
m — вектор, все компоненты которого равны единице, и ej ∈ R

m —
j-й орт. Вектор u∗ удовлетворяет условиям (4) при некоторых µ∗, λ∗, t∗1, . . . , t

∗

m.

ЛЕММА 1. Справедливо равенство

1

2
〈ATAu∗, u∗〉 = µ∗. (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. На основании (4) и (3) имеем

〈ATAu∗, u∗〉 = µ∗〈e, u∗〉+ λ∗〈ξ, u∗〉+
m∑

j=1

t∗ju
∗

j =

= µ∗〈e, u∗〉+ λ∗〈ξ, u∗〉 = µ∗〈e, u∗〉 = 2µ∗.

Поделив на 2, придем к (5).
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Перепишем равенство (5) в терминах векторов pj,

µ∗ = 1

2
‖Au∗‖2 = 1

2

∥∥∥
s∑

j=1

u∗

jpj −

m∑

j=s+1

u∗

jpj

∥∥∥
2

.

Напомним, что вектор u∗ удовлетворяет условиям (2). Становится очевидным
следующее утверждение.

ЛЕММА 2. Справедливо неравенство µ∗ > 0. Равенство µ∗ = 0 выполняет-

ся тогда и только тогда, когда выпуклые оболочки C1 и C2 имеют непустое

пересечение.

3
◦. Наряду с общей квадратичной задачей математической диагности-

ки (3) рассмотрим еще одну задачу квадратичного программирования:

1

2
〈ATAu, u〉 −

m∑

j=1

uj → min,

m∑

j=1

ξjuj = 0,

uj > 0, j ∈ 1 : m.

(6)

Запишем для нее критерий оптимальности:

ATAu− e = λξ +
m∑

j=1

tjej,

tjuj = 0, tj > 0 при j ∈ 1 : m.

(7)

ТЕОРЕМА 1. Пусть C1 ∩C2 = ∅ и u∗ — решение задачи (3). Тогда вектор

u0 =
1

µ∗
u∗

будет решением задачи (6).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что u0 — план задачи (6). Проверим, что это
оптимальный план.

По лемме 2 имеем µ∗ > 0. Обозначим

λ0 =
1

µ∗
λ∗, t0j =

1

µ∗
t∗j при j ∈ 1 : m.

При u = u0, λ = λ0, tj = t0j выполняется критерий оптимальности (7) в силу
того, что при u = u∗, µ = µ∗, λ = λ∗, tj = t∗j справедливы соотношения (4).
Значит, u0 — оптимальный план задачи (6).

Теорема доказана.

Отметим, что µ∗ зависит от u∗.
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4
◦. Задача (6) появилась не случайно. Она является вспомогательной при

линейном отделении множеств P1 и P2 SVM-методом [3]. Напомним поста-
новку задачи линейного отделения с максимальной шириной разделяющей
полосы:

1

2
‖w‖2 → min,

ξj
(
〈w, pj〉+ β

)
> 1, j ∈ 1 : m.

(8)

Задача (8) при выполнении условия C1 ∩C2 = ∅ имеет единственное решение
(w0, β0). В докладе [3] показано, что если u0 — решение задачи (6), то

w0 =
∑

j∈J0

u0

jξjpj,

где J0 = {j ∈ 1 : m | u0
j > 0}. Параметр β0 определяется из равенства

ξj
(
〈w0, pj〉+ β0

)
= 1 при j ∈ J0.

Таким образом, решение общей квадратичной задачи математической ди-
агностики (3) позволяет найти решение задачи (8) линейного отделения двух
конечных множеств P1 и P2 с наибольшей шириной разделяющей полосы.

5
◦. Рассмотрим обратную задачу — по решению задачи (6) восстановить

решение задачи (3). Условие C1 ∩ C2 = ∅ сохраняется.
По теореме 1 решение задачи (6) существует, но его единственность, вооб-

ще говоря, не гарантируется. Возьмем любое решение ũ задачи (6). Покажем,
что ũ 6= O. В противном случае векторное равенство в критерии оптимально-
сти (7) примет вид

−e = λ̃ξ +
m∑

j=1

t̃jej.

Выделим равенства первой и последней координат:

−1 = λ̃+ t̃1, −1 = −λ̃+ t̃m.

Сложив эти равенства, получим −2 = t̃1 + t̃m, что невозможно, так как t̃1 > 0
и t̃m > 0. Значит, ũ 6= O.

В силу ограничения задачи (6) имеем

s∑

j=1

ũj =
m∑

j=s+1

ũj =: b,

причем b > 0.
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ТЕОРЕМА 2. Пусть C1 ∩ C2 = ∅ и ũ — решение задачи (6). Тогда вектор

ũ∗ =
1

b
ũ

будет решением задачи (3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что ũ∗ — план задачи (3). Проверим, что это
оптимальный план. Обозначим

µ̃∗ =
1

b
, λ̃∗ =

1

b
λ̃, t̃∗j =

1

b
t̃j при j ∈ 1 : m.

При u = ũ∗, µ = µ̃∗, λ = λ̃∗, tj = t̃∗j выполняется критерий оптимальности (4) в

силу того, что при u = ũ, λ = λ̃, tj = t̃j справедливы соотношения (7). Значит,
ũ∗ — оптимальный план задачи (3).

Теорема доказана.

6
◦. В заключение подчеркнем важную роль вспомогательной задачи (3).

По ее оптимальному плану восстанавливается как решение задачи (1), так и
решение задачи (8).

Задача (3) является задачей квадратичного программирования с неотри-
цательно определенной, но вырожденной матрицей ATA, с двумя линейными
ограничениями-равенствами и знаковыми ограничениями на все переменные.
Такую задачу рекомендуется решать методом Данцига, сводя ее к решению
системы Куна–Таккера [4, с. 64–85]. В случае простейшей квадратичной за-
дачи математической диагностики предлагаемый подход подробно описан в
докладе [2].
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