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1°. Введение. В докладе пойдет речь о некоторых результатах в матема-
тической диагностике полученных В. Ф. Демьяновым и его учениками [1–3].

Положим I = 1 : s, J = 1 : m. Рассмотрим два конечных множества

A = {ai ∈ R
n | i ∈ I} , B = {bj ∈ R

n | j ∈ J} .

Пусть d ∈ A ∪ B. Задача идентификации заключается в том, чтобы как
можно лучше разделить множества A и B согласно определенному правилу,
по которому выбранный элемент d относится к тому или иному множеству.

Обозначим через L — семейство классификаторов (функций). Идентифика-
ция точек множеств A и B проводится с помощью функции ℓ ∈ L следующим
образом: будем считать, что точка d, принадлежащая A ∪ B,

• правильно идентифицирована, если
(
d ∈ A и ℓ(d) > 0

)
или

(
d ∈ B и ℓ(d) < 0

)
;

• существенно неидентифицируемая, если ℓ(d) = 0;

• неправильно идентифицирована, если
(
d ∈ A, но ℓ(d) 6 0

)
или

(
d ∈ B, но ℓ(d) > 0

)
.

Теперь мы можем немного уточнить постановку задачи. Необходимо най-
ти такой классификатор ℓ∗ из семейства L, чтобы количество неправильно
идентифицированных точек было наименьшим.
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2°. Семейства классификаторов. Приведем примеры двух семейств
классификаторов. В качестве первого выберем множество

L =
{
ℓ(x, g) = 〈w, x〉+ β | g ∈ Ω

}
,

где
Ω =

{
g = (w, β) ∈ R

n × R | ‖w‖ = 1
}
,

‖ · ‖ — евклидова норма.
Таким образом, идентификация проводится с помощью гиперплоскости

H(g) = {x ∈ R
n | ℓ(x, g) = 0, g ∈ Ω} .

Величина |ℓ(x, g)| является расстоянием от точки x до гиперплоскости H(g).
Классификатор ℓ идентифицирует точку d ∈ A ∪ B как точку множества A,
если ℓ(d, g) > 0, и как точку множества B, если ℓ(d, g) < 0.

В качестве другого семейства классификаторов рассмотрим множество

Ψ =
{
ψ(x, λ) | λ ∈ Λ

}
,

Λ =
{
λ = (z1, z2, z3, z4) ∈ R

4n | zk ∈ R
n, k = 1 : 4

}
,

где x ∈ R
n,

ψ(x, λ) = min
{
‖x− z3‖, ‖x− z4‖

}
−min

{
‖x− z1‖, ‖x− z2‖

}
.

Классификатор ψ идентифицирует точку d ∈ A ∪ B как точку множества A,
если ψ(d, λ) > 0, т. е. она находится ближе всего к одной из точек z1 или z2,
и как точку множества B, если ψ(d, λ) < 0, т. е. точка d ближе всего к одной
из точек z3 или z4.

Далее будет идти речь только о семействе классификаторов L.

3°. Постановка задачи. С помощью классификатора ℓ ∈ L, которо-
му взаимнооднозначно сопоставляется вектор g из Ω, можно осуществить
разбиение индексных множеств I и J, а именно I = I−(g) ∪ I0(g) ∪ I+(g) и
J = J−(g) ∪ J0(g) ∪ J+(g), где

I−(g) = {i ∈ I | ℓ(ai, g) < 0} , J−(g) = {j ∈ J | ℓ(bj , g) > 0} ,
I0(g) = {i ∈ I | ℓ(ai, g) = 0} , J0(g) = {j ∈ J | ℓ(bj , g) = 0} ,
I+(g) = {i ∈ I | ℓ(ai, g) > 0} , J+(g) = {j ∈ J | ℓ(bj , g) < 0} .

Здесь I−(g) и J−(g) — индексные множества, состоящие из номеров элементов
множеств A и B соответственно, которые ошибочно идентифицированы; I0(g)
и J0(g) — неидентифицируемые; I+(g) и J+(g) — правильно идентифицирова-
ны.
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Качество классификатора ℓ ∈ L можно измерить, например, количеством
ошибочно или неправильно идентифицированных точек. Для этого рассмот-
рим следующие критерии (натуральные критериальные функционалы):

K1(g) := |I−(g)|+ |J−(g)|,

K2(g) := |I−(g)|+ |J−(g)|+ |I0(g)|+ |J0(g)|,

K3(g) :=
1

s

(
|I−(g)|+ |I0(g)|

)
+

1

m

(
|J−(g)|+ |J0(g)|

)
,

K4(g) := max
{1

s
|I−(g)|,

1

m
|J−(g)|

}
,

где |C| — число элементов множества C.
Таким образом, задача идентификации может быть формализована так:
найти такое g∗ из Ω (или ℓ∗ ∈ L), что

K(g∗) = min
g∈Ω

K(g).

Здесь K — один из вышеперечисленных критериев.
Поясним постановку задачи идентификации в случае выбора натурально-

го функционала K2. Требуется найти такое положение гиперплоскости H(g),
чтобы количество неправильно идентифицируемых точек было как можно
меньше.

Очевидно, что натуральные функционалы разрывные, поэтому их исследо-
вание затруднительно. Указанная проблема преодолевается построением ап-
проксимации натурального функционала, называемого в дальнейшем “сурро-
гатным” функционалом, для которого применимы как гладкие, так и неглад-
кие методы оптимизации.

4°. Суррогатные функционалы. Выберем ε > 0 и рассмотрим следую-
щие функции:

F1(g) =
∑

i∈I

[−ℓ(ai, g)]+ +
∑

j∈J

[ℓ(bj, g)]+ ,

F2(g) =
∑

i∈I

(
[−ℓ(ai, g)]+

)2

+
∑

j∈J

(
[ℓ(bj , g)]+

)2

,

F3,ε(g) =
∑

i∈I

[
−ℓ(ai, g)

|ℓ(ai, g)|+ ε

]

+

+
∑

j∈J

[
ℓ(bj , g)

|ℓ(bj , g)|+ ε

]

+

,

F4,ε(g) =
∑

i∈I

[
−ℓ(ai, g) + ε

|ℓ(ai, g)|+ ε

]

+

+
∑

j∈J

[
ℓ(bj , g) + ε

|ℓ(bj , g)|+ ε

]

+

.
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Функции F1 и F2 имеют следующую “геометрическую” интерпретацию. Зна-
чение функции F1 при конкретном g соответствует сумме расстояний от оши-
бочно идентифицируемых точек до гиперплоскости H(g), а для функции F2 —
сумме квадратов расстояний.

З ам еч а ни е. При g ∈ Ω справедливо

F3,ε(g) −−→
ε↓0

|I−(g)|+ |J−(g)| = K1(g).

А также для достаточно малых ε > 0 имеем

F4,ε(g) = |I−(g)|+ |I0(g)|+ |J−(g)|+ |J0(g)| = K2(g).

5°. Условие оптимальности для функционала F1 на множестве Ω.

Рассмотрим задачу минимизации функционала F1 при ограничении ‖w‖ = 1.
Эту задачу условной оптимизации сведем к задаче безусловной минимизации
с помощью точных штрафных функций (см. [4]), т. е.

Φλ(g) := F1(g) + λϕ(g) −→ min
g∈Rn+1

,

где ϕ(g) =
∣∣∣‖w‖ − 1

∣∣∣, λ — фиксированная положительная величина превосхо-

дящая точный штрафной параметр λ∗.
Ясно, что функции F1 и ϕ являются субдифференцируемыми (см. [5, 6]).

При этом их субдифференциалы равны

∂F1(g) =
∑

i∈I−(g)

(
−ai
−1

)
+

∑

i∈I0(g)

conv

{
0n+1,

(
−ai
−1

)}
+

+
∑

j∈J−(g)

(
bj
1

)
+

∑

j∈J0(g)

conv

{
0n+1,

(
bj
1

)}
,

∂ϕ(g) =






(
w/‖w‖

0

)
, если ‖w‖ > 1,

(
−w/‖w‖

0

)
, если ‖w‖ < 1,

conv

{(
−w

0

)
,

(
w

0

)}
, если ‖w‖ = 1.

Здесь conv C — выпуклая оболочка множества C.
Запишем общий вид субградиента v для функции ϕ(g) при g ∈ Ω. В этом

случае v ∈ conv

{(
−w

0

)
,

(
w

0

)}
, что эквивалентно

v(γ) = (1− γ)

(
−w

0

)
+ γ

(
w

0

)
= (2γ − 1)

(
w

0

)
при γ ∈ [0, 1].
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Аналогично поступая, выпишем общий вид субградиента v для функ-
ции F1(g) при g ∈ Ω. Положим µi ∈ [0, 1], i ∈ I0(g), νj ∈ [0, 1], j ∈ J0(g).
Имеем

v(µ, ν) =
∑

i∈I−(g)

(
−ai
−1

)
+

∑

i∈I0(g)

µi

(
−ai
−1

)
+

∑

j∈J−(g)

(
bj
1

)
+

∑

j∈J0(g)

νj

(
bj
1

)
.

Таким образом, каждый субградиент v функции Φλ(g) при g ∈ Ω может
быть представлен так:

v(µ, ν, λ̃) =
∑

i∈I−(g)

(
−ai
−1

)
+

∑

i∈I0(g)

µi

(
−ai
−1

)
+

∑

j∈J−(g)

(
bj
1

)
+

∑

j∈J0(g)

νj

(
bj
1

)
+ λ̃

(
w

0

)
,

(1)

где λ̃ ∈ [−λ, λ], µi ∈ [0, 1], i ∈ I0(g), νj ∈ [0, 1], j ∈ J0(g).
Известно, что для того чтобы точка g∗ ∈ R

n+1 являлась точкой минимума
функционала Φλ на R

n+1, необходимо выполнение условия

0n+1 ∈ ∂Φλ(g
∗).

В силу представления (1), перепишем необходимое условие минимума
функционала Φλ покоординатно.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Для того чтобы точка g∗ ∈ R
n+1 доставляла мини-

мальное значение функционалу F1(g) на множестве Ω, необходимо, чтобы

нашлись µ∗
i ∈ [0, 1], i ∈ I0(g

∗), ν∗j ∈ [0, 1], j ∈ J0(g
∗), λ̃∗ ∈ [−λ, λ], при которых

выполнялись следующие соотношения:

−
∑

i∈I−(g∗)

ai −
∑

i∈I0(g∗)

µ∗
iai +

∑

j∈J−(g∗)

bj +
∑

j∈J0(g∗)

ν∗j bj + λ̃∗w∗ = 0n, (2)

− |I−(g
∗)| −

∑

i∈I0(g∗)

µ∗
i + |J−(g

∗)|+
∑

j∈J0(g∗)

ν∗j = 0. (3)

СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть I0(g
∗) = ∅, J0(g

∗) = ∅. Тогда из (2) и (3) следует,

что

λ̃∗w∗ =
∑

i∈I−(g∗)

ai −
∑

j∈J−(g∗)

bj =: r,

|I−(g
∗)| = |J−(g

∗)|.

То есть вектор нормали w∗ коллинеарен вектору r, а количество ошибочно

классифицированных элементов множеств A и B совпадают.
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6°. Условие оптимальности для функционала F3,ε на множестве Ω.

Осуществив анализ задачи минимизации суррогатного функционала F3ε на
множестве Ω аналогично тому, как было сделано в предыдущем пункте, полу-
чим следующее утверждение (см. [3]).

УТВЕРЖДЕНИЕ 2. Для того чтобы точка g∗ ∈ R
n+1 доставляла мини-

мальное значение функционалу F3ε(g) на множестве Ω, необходимо, чтобы

нашлись µ∗
i ∈ [0, 1], i ∈ I0(g

∗), ν∗j ∈ [0, 1], j ∈ J0(g
∗), λ̃∗ ∈ [−λ, λ], при которых

выполнялись следующие соотношения:

λ̃∗w∗ =
∑

i∈I−(g∗)

εai
(ε− ℓ(ai, g∗))2

+
∑

i∈I0(g∗)

µ∗
i

ai
ε
−

∑

j∈J−(g∗)

εbj
(ℓ(bj, g∗) + ε)2

−
∑

j∈J0(g∗)

ν∗j
bj
ε
,

ε
∑

i∈I−(g∗)

1

(ε− ℓ(ai, g∗))2
+
1

ε

∑

i∈I0(g∗)

µ∗
i = ε

∑

j∈J−(g∗)

1

(ℓ(bj , g∗) + ε)2
+
1

ε

∑

j∈J0(g∗)

ν∗j . (4)

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть I0(g
∗) = ∅, J0(g

∗) = ∅. Тогда из (4) следует, что

сумма квадратов обратных расстояний (с точностью ε) ошибочно иденти-

фицированных точек множеств A и B совпадают.

Работа выполнена в Институте проблем машиноведения РАН при финан-
совой поддержке Российского научного фонда (проект № 20-71-10032).
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