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1
◦. Пусть заданы ak ∈ R

n, bk ∈ R, k ∈ 1 : s. Рассмотрим экстремальную
задачу

f(x) :=

s
∑

k=1

|〈ak, x〉 − bk| −→ min
x∈Rn

. (1)

К проблеме минимизации суммы модулей от аффинных функций сводятся,
например, такие прикладные задачи, как линейного регрессионного анализа
и обработка измерительной информации с аномально большими ошибками
(сбоями) [1, 2], к которым метод наименьших модулей менее чувствительный
нежели метод наименьших квадратов [3–5].

2
◦. В докладе пойдет речь о подробном анализе классического подхода

решения рассматриваемой задачи, а именно об эквивалентной к ней задаче
линейного программирования.

Напомним, что две задачи на минимум эквивалентны, если каждому плану
одной задачи можно сопоставить план другой задачи с равным или меньшим
значением целевой функции [6].

Далее нам понадобится следующий результат.

ЛЕММА. Для любого вещественного числа α справедливы представления

α = w − v, |α| = w + v,

где

w > 0, v > 0, wv = 0.

Дока з а т е л ь с т в о. Рассмотрим систему линейных уравнений относительно
w и v:

{

w − v = α,

w + v = |α|.
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Она имеет единственное решение

w = 1

2

(

|α|+ α
)

, v = 1

2

(

|α| − α
)

.

При этом, если число α не равно нулю, то одна из его составляющих w или v

положительна, а вторая — равна нулю.
Полученные w и v удовлетворяют всем требуемым условиям.

Таким образом, задачу (1) можно свести к эквивалентной задаче линейного
программирования (см. [7, с. 10–13], [8, с. 308]):

s
∑

k=1

(wk + vk) −→ min

〈ak, x〉 − bk = wk − vk, k ∈ 1 : s, (2)

wk > 0, vk > 0, k ∈ 1 : s.

Ясно, что в этой задаче множество планов непусто и целевая функция
ограничена снизу нулём. Действительно, ограничениям задачи будет удовле-
творять точка (x, w, v), где x = 0n, а для данного bk, в силу леммы, найдутся
соответствующие wk и vk. Поэтому задача (2) разрешима (см. [7, с. 16]), а сле-
довательно и минимум в исходной задаче (1) достигается (в общем случае в
не единственной точке).

Также несложно показать, что задача (1) эквивалентна следующей задаче
линейного программирования (см. [9, с. 301–302], [10, с. 617]):

s
∑

k=1

tk −→ min

−tk 6 〈ak, x〉 − bk 6 tk, k ∈ 1 : s, (3)

tk > 0, k ∈ 1 : s.

Однако, с вычислительной точки зрения целесообразно решать задачу (2),
т. к. имеет в два раза меньше ограничений. Далее её и будем изучать.

3
◦. При исследовании задачи линейного программирования всегда полезно

рассмотреть и двойственную к ней.
Двойственной к задаче (2) является задача с двусторонними ограничения-

ми (см. [7, упр. 9.1, с. 34]):
s

∑

k=1

bkuk −→ max

s
∑

k=1

akuk = 0n, (4)

−1 6 uk 6 1, k ∈ 1 : s.
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Задачи (2) и (4) имеют решения. Обозначим их через

z∗ = (x∗, w
∗, v∗)T , u∗ = (u∗

1, . . . , u
∗

s
)T

соответственно. Допустим, что мы нашли u∗. Покажем, как восстановить x∗ —
решение задачи (1).

Введём индексные множества

I+ = {k ∈ 1 : s | u∗

k
= 1} ,

I0 = {k ∈ 1 : s | u∗

k
∈ (−1, 1)} ,

I− = {k ∈ 1 : s | u∗

k
= −1} ,

которые осуществляют разбиение множества {1, 2, . . . , s}.
Запишем условия дополнительности (см. [7, с. 33], вторая теорема двой-

ственности):
{

(u∗

k
+ 1)w∗

k
= 0, k ∈ 1 : s,

(−u∗

k
+ 1)v∗

k
= 0, k ∈ 1 : s.

Отсюда следует, что при всех k ∈ 1 : s справедливы соотношения






w∗

k
= 0, если k ∈ I+,

w∗

k
= v∗

k
= 0, если k ∈ I0,

v∗
k
= 0, если k ∈ I−.

На основании ограничений-равенств задачи (2) получаем систему линейных
уравнений для определения (x∗, w

∗, v∗) ∈ R
n × R

n

+ × R
n

+:






〈ak, x∗〉+ v∗
k
= bk, если k ∈ I+,

〈ak, x∗〉 = bk, если k ∈ I0,

〈ak, x∗〉 − w∗

k
= bk, если k ∈ I−,

где R
n

+ — совокупность векторов из R
n с неотрицательными компонентами.

Так как w∗

k
> 0, v∗

k
> 0, k ∈ 1 : s, то всё множество решений задачи (1)

описывается системой:






〈ak, x∗〉 6 bk, k ∈ I+,

〈ak, x∗〉 = bk, k ∈ I0,

〈ak, x∗〉 > bk, k ∈ I−.

(5)

Напомним, что большинство численных методов решения задач линейного
программирования (различные варианты симплекс-метода [11]) реализованы
так, что позволяют одновременно находить решения и для двойственной за-
дачи. Таким образом, решая подобным методом всего лишь одну задачу ли-
нейного программирования (4), мы находим заодно и точку x∗ (выражаемая
двойственными переменными) доставляющую наименьшее значение целевой
функции f задачи (1). А также имеем описание всего множества точек гло-
бального минимума — в виде системы (5).
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4
◦. В вычислительной системе MatLab были проведены численные экс-

перименты по сравнительному анализу решения задачи (1) при различных
значениях параметров n и s. С помощью встроенной в MatLab процедуры
linprog (см. [12]) реализуется решение задач линейного программирования
(2), (3) и (4).

Используя генератор псевдослучайных чисел строятся массивы ak ∈ R
n,

bk ∈ R, k ∈ 1 : s, участвующие в образовании функции f задачи (1). Далее
формируются соответствующие компоненты (целевой функции и ограниче-
ний) рассматриваемых задач линейного программирования и осуществляется
подсчет времени на их решение.

В таблице представлены результаты отношения затрат времени на решение
задачи (2) к (4) при различных n и s.

s

n
3 10 50

500 4.5 3.2 3.9
1000 6.1 6.6 7.1
5000 26.7 21.3 20.3
20000 53.6 32.7 32.9

ВЫВОДЫ

• Численные эксперименты подтвердили, что задача (2) значительно быст-
рее решается нежели (3).

• Нецелесообразно приводить к каноническому виду задачу (2), т. к. прак-
тически одинаковы временные затраты. Однако «технически» намного
проще вызов процедуры linprog для задач в канонической форме.

• При n < s следует решать двойственную задачу (4), в противном слу-
чае — прямую (2).

5
◦. Быстрый алгоритм для скалярного случая (x ∈ R) задачи (1) был

рассмотрен в докладе [13].
Работа выполнена в Институте проблем машиноведения РАН при финан-

совой поддержке Российского научного фонда (проект № 20-71-10032).
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