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Шаговая регрессия, рекуррентный МНК - неформальная схема
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∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1

b
m
l
1

β
1

m̃︸ ︷︷ ︸
b̃

−

n

A
m
↔

1

c
m

l
. . .

...
n

d
1
· · · ·︸ ︷︷ ︸
Ã
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Псевдообратная матрица

Пусть A ∈ Rm×n – некоторая матрица, rankA = r 6 min{m,n}.
Псевдообратной к матрице A будем называть матрицу A+ ∈ Rn×m,
для которой выполняются

уравнения Пенроуза:

AA+A = A, (1)

A+AA+ = A+, (2)

(AA+)> = AA+, (3)

(A+A)> = A+A. (4)

Утверждение 1. Для любой матрицы A псевдообратная матрица
A+ существует и является единственной.
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Алгоритм Гревилля

Необходимые обозначения
1. Рассмотрим следующие блочные представления:

Ak = [Ak−1
|
| ak],

Bk = (Ak)
+ =

 Bk−1
−−−
bk

 ,
где Ak−1 и Ak – матрицы размеров m× (k − 1) и m× k, составленные
соответственно из первых k − 1 и k столбцов матрицы A, ak – k-й столбец
матрицы A, Bk ∈ Rk×m – матрица, псевдообратная к матрице Ak, Bk−1 –
подматрица, составленная из первых k − 1 строк матрицы Bk, bk – последняя
строка матрицы Bk.
2. Пусть ck ∈ Rm и dk ∈ Rk – вспомогательные векторы.
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Алгоритм Гревилля
1

A1 = a1, A
+
1 = B1 = b1 =

{
a>1 /a

>
1 a1 – если a1 6= 0,

0 ∈ R1×m иначе. (5)

2 k = 2, 3, . . . , n

dk = A+
k−1ak, (6)

ck = ak −Ak−1dk, (7)

Если ck 6= 0 то bk = c>k /c
>
k ck, (8)

Иначе bk =
d>k A

+
k−1

1 + d>k dk
, (9)

Bk−1 = A+
k−1 − dkbk, (10)

A+
k = Bk =

 Bk−1
−−−
bk

 . (11)
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«Обращение» алгоритма Гревилля

Постановка задачи

Известны
A = [Ã |

| a], A
+ =

 B
−−
b

 .
Найти Ã+.

Теорема (Об «обращении» алгоритма Гревилля)

Ã+ =

 B
(
I − b>b

bb>

)
если ba = 1,

B
(
I + ab

1−ba

)
в противном случае .

Замечание
Если ba = 1, то rank Ã = rankA− 1, в противном случае rank Ã = rankA.
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Обоснование обращения алгоритма Гревилля

Лемма 1 (О необходимых и достаточных условиях выполнения
условия ba = 1)

ba = 1⇔ c 6= 0, где, в силу (6), (7),

c = (I − ÃÃ+)a. (12)

Доказательство.
1. Пусть c 6= 0. Тогда c>c = a>(I − ÃÃ+)>(I − ÃÃ+)a = (в силу (3)) =
= a>(I − ÃÃ+)a. В то же время, в силу (8),

b =
a>(I − ÃÃ+)

a>(I − ÃÃ+)a
,

откуда и получаем ba = 1.
2. Пусть c = 0. Тогда, в силу (9),

b =
d>Ã+

1 + d>d
,

откуда в силу (6) получаем

ba =
d>d

1 + d>d
< 1.
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Обоснование обращения алгоритма Гревилля

Лемма 2 (О выполнении условия Ã+b> = 0)

c 6= 0⇒ Ã+b> = 0.
Доказательство. Пусть c 6= 0. Тогда, в силу (8),

Ã+b> =
Ã+c

c>c
.

Но в силу (12) и (2), Ã+c = Ã+(I − ÃÃ+)a = 0⇒ Ã+b>.
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Обоснование обращения алгоритма Гревилля

Доказательство теоремы
В силу (6),(10)

B = Ã+ − db = Ã+(I − ab).

1. Пусть выполняется условие ba 6= 1. Тогда матрица (I − ab) невырождена и,
в силу тождества Шермана-Моррисона, Ã+ = B(I − ab)−1 = B

(
I + ab

1−ba

)
.

2. Пусть выполняется условие ba = 1. Умножив матрицу B справа на вектор
b>, в силу лемм 1 и 2 получаем: Bb> = Ã+b> − dbb> = −dbb>, откуда

d = −
Bb>

bb>
, Ã+ = B + db = B

(
I −

b>b

bb>

)
.
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Литература (книги)
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Спасибо за внимание!
Вопросы?
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