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Ïëàí äîêëàäà

×òî òàêîå çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ?

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ.

Îñíîâíûå ìîäåëè çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé

Àëãîðèòìûïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ è äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé.

Çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ äëÿ îäíîãî ïðîöåññîðà.
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Ââåäåíèå

Çàäà÷è óïîðÿäî÷åíèÿ íîñÿò ñàìûé îáùèé õàðàêòåð. Îíè âîçíèêàþò òàì, ãäå
ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü âûáîðà òîé èëè èíîé î÷åðåäíîñòè âûïîëíåíèÿ
ðàáîò: ïðè ðàñïðåäåëåíèè ðàáîò íà ïðîèçâîäñòâå, ñîñòàâëåíèè ðàñïèñàíèÿ
ïðèçåìëåíèÿ ñàìîëåòîâ, ñîñòàâëåíèè ðàñïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîåçäîâ,
îáñëóæèâàíèè êëèåíòîâ â îáñëóæèâàþùèõ ñèñòåìàõ, óïðàâëåíèÿ ïðîåêòàìè,
óïðàâëåíèè ïåðñîíàëîì è ò.ä. Ðåçóëüòàòû ÒÐ ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ñîçäàíèè
àïïàðàòíî-ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ ïàðàëëåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ è ïðè
óñîâåðøåíñòâîâàíèè ìèêðîàðõèòåêòóðû ïðîöåññîðîâ.
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Îïèñàíèå ñèñòåìû ìàøèí (ïðîöåññîðîâ)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â òåîðèè ðàñïèñàíèé íà÷èíàåòñÿ ñ îïèñàíèÿ ñèñòåìû
ìàøèí (ïðîöåññîðîâ) è ìíîæåñòâà ðàáîò.
Ðàçëè÷àþò ïàðàëëåëüíûå ñèñòåìû ìàøèí è ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ìàøèí.
Äëÿ ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷ñòî êàæäàÿ ðàáîòà ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ ëþáîé ìàøèíîé. Ìàøèíû ìîãóò áûòü èäåíòè÷íûìè èëè èìåòü
ðàçíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü. Ïàðàëëåëüíûå ìàøèíû ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû
â ñåòü.
Äëÿ ñèñòåìû êîíâåéåðíîãî òèïà èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ìàøèíû è äëÿ êàæäîé
ðàáîòû èçâåñòíî, íà êàêîé ìàøèíå îíà âûïîëíÿåòñÿ. Ðàáîòà ìîæåò i ñîñòîÿòü
èç íåñêîëüêèõ îïåðàöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íà ñâîåé ìàøèíå.
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Ìíîæåñòâî ðàáîò (çàäàíèé)

Äëÿ êàæäîé çàäà÷è çàäàåòñÿ íàáîð ñëåäóþùèõ âåëè÷èí:

1 - äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîòû t(i)

2 - ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ ðàáîòû r(i) .

3 - ïëàíîâûé (äèðåêòèâíûé) ñðîê d(i). Ýòà âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìîìåíò, ê êîòîðîìó i-ÿ ðàáîòà äîëæíà áûòü âûïîëíåíà.

4 - âåñ ðàáîòû w(i).

Íà ìíîæåñòâå ðàáîò ìîæåò áûòü çàäàíî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.
Ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû ïðåðûâàíèÿ ðàáîò.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå çíà÷èò íàéòè äëÿ êàæäîé ðàáîòû
(îïåðàöèè) i âðåìÿ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû (îïåðàöèè) τi è óêàçàòü
ïðîöåññîð, íà êîòîðîì îíà äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ.

Åñëè äîïóñòèìû ïðåðûâàíèÿ, òî íåîáõîäèìî çàäàòü âðåìÿ íà÷àëà êàæäîãî
èíòåðâàëà âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ, ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ èíòåðâàëîâ, â
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ çàäàíèå i , äîëæíà áûòü ðàâíà ti .

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîöåññîð ìîæåò âûïîëíÿòü òîëüêî îäíî çàäàíèå.

Ðàñïèñàíèå íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ âñå íàëîæåííûå
îãðàíè÷åíèÿ.
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Êðèòåðèè ýôôåêòèâíîñòè ðàñïèñàíèé

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå êðèòåðèè ýôôåêòèâíîñòè ðàñïèñàíèé: îäèí èç
ñàìûõ ðàñïðàñòðàíåííûõ êðèòåðèåâ � äëèíà ðàñïèñàíèÿ

Cmax = max{τi + ti | vi ∈ V }.

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿ èçâåñòíà íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ øòðàôà ϕi (t).
Îáîçíà÷èì ti âðåìÿ îêîí÷àíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ vi â ðàñïèñàíèè S , òîãäà
øòðàô ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ vi ðàâåí ϕi (ti ).

Ìîæíî âûäåëèòü äâå áîëüøèå ãðóïïû çàäà÷: öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
Fmax(S) = max{ϕi (ti ) | vi ∈ V } íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì øòðàôîì, à
F∑ (S) =

∑n
i=1 ϕi (ti ) � ñóììàðíûì øòðàôîì.

Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå, ìèíèìèçèðóþùåå ìàêñèìàëüíûé èëè
ñóììàðíûé øòðàô. Åñëè äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿ îïðåäåëåí äèðåêòèâíûé ñðîê
Di � ìîìåíò âðåìåíè, ê êîòîðîìó îíî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî, òî â êà÷åñòâå
ôóíêöèè øòðàôà ÷àñòî âûáèðàåòñÿ:

ôóíêöèÿ âðåìåííîãî ñìåùåíèÿ ϕi (t) = t − Di ;

ôóíêöèÿ çàïàçäûâàíèÿ ϕi (t) = max{0, t − Di}.
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Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèíèé

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ãðóïïû çàäà÷:

1 1. Çàäà÷è ñ ïàðàëëåëüíûìè ïðîöåññîðàìè

2 2. Çàäà÷è êîíâåéåðíîãî òèïà

3 3. Îäíîïðîöåññîðíûå çàäà÷è

4 4. Öèêëè÷åñêèå çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé

5 5. Çàäà÷è ñ ó÷åòîì çàòðàò íà ïåðåäà÷ó äàííûõ

6 6. Îí ëàéí ðàñïèñàíèÿ
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Ïðèìåðû çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé

1. Çàäà÷à Äæîíñîíà (ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à). Èìååì êîíâåéåð
èç äâóõ ìàøèí: m=2. Êàæäàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ îïåðàöèé ñ
äëèòåëüíîñòÿìè è , ìèíèìèçèðóåòñÿ îáùåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ðàáîò.
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Çàäà÷à ñ ó÷åòîì çàòðàò íà ïåðåäà÷ó äàííûõ
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Ïðèìåðû çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé

2. Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì òðè çàäàíèÿ 1, 2, 3, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ íà
÷åòûðåõ ïðîöåññîðàõ A,B,C ,D. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîöåññîðîâ äëÿ
êàæäîãî çàäàíèÿ (ìàðøðóòû) ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

k P t(k,P) P t(k,P) P t(k,P) P t(k,P)

1 A 5 B 6 D 4 � �
2 A 6 � � � � � �
3 A 4 C 6 B 3 D 6

Çàäàíèå 1 ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè îïåðàöèé (1,A), (1,B) è
(1,D). Çàäàíèå 2 ñîñòîèò èç îäíîé îïåðàöèè (2,A) è çàäàíèå 3 èç îïåðàöèé
(3,A), (3,C ), (3,B) è (3,D).
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Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è

1,A,5

0

1,B,6

5

1,D,4
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2,A,6

0
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3,A,4

0
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3,B,3

10
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Figure:
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Ñìåøàííûé ãðàô

1,A,5 1,B,6 1,D,4

2,A,6 R

3,A,4 3,C,6 3,B,3 3,D,6

Figure: Ñìåøàííûé ãðàô
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ñâåäåì â òàáëèöó:
Èòåðàöèÿ Äóãà est Âûáîð Êîììåíòàðèé

1 (3,A) (1,A) 19 âûáðàëè *
1 (1,A) (3,A) 24 çàïîìíèëè *

2 (1,A) (2,A) 19 âûáðàëè *
2 (2,A) (1,A) 21 çàïîìíèëè *

3 (1,B) (3,B) 24 çàïîìíèëè *
3 (3,B) (1,B) 23 âûáðàëè *

4 (3,D) (1,D) 23 âûáðàëè çàïèñàëè ðåêîðä 23
4 (1,D) (3,D) 25 çàïîìíèëè *

Âåðíåìñÿ ê ÷àñòè÷íîìó ðåøåíèþ ñ îöåíêîé 21 íà èòåðàöèè 2

5 (3,A) (2,A) 25 çàïîìíèëè Îáå îöåíêè ÷àñòè÷íûõ ðåøåíèé
5 (2,A) (3,A) 25 çàïîìíèëè ïðåâîñõîäÿò ðåêîðä 23
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

23(3,D) −→ (1,D)

record=23

25 (1,D) −→ (3,D)

23 (3,B) −→ (1,B)24(1,B) −→ (3,B)

19(1,A) −→ (2,A) 21 (2,A) −→ (1,A)

19(3,A) −→ (1,A) 24 (1,A) −→ (3,A)

19

Figure:
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Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæóòñÿ ðàññìîòðåííûìè âñå
ðåáðà ñìåøàííîãî ãðàôà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì áåñêîíòóðíûé
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ýòîò ãðàô âìåñòå ñ èíôîðìàöèåé î âðåìåííûõ
äëèòåëüíîñòÿõ îïåðàöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç äîïóñòèìûõ ñåòåâûõ
ãðàôèêîâ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé.

1,A,5

4

1,B,6
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1,D,4
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2,A,6

9

R
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3,A,4
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Figure: Ñåòåâîé ãðàôèê
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Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé

¾Âðåìåííîé¿ õàðàêòåð çàäà÷ ÒÐ âûäåëÿåò èõ â îñîáûé êëàññ çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â çàäà÷àõ ÒÐ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü,
êîãäà, â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíÿòü ðàáîòû. Ýòî ðàçëè÷èå â
ñóùåñòâå çàäà÷ îïðåäåëÿåò ðàçëè÷èå â ìåòîäàõ è âîçìîæíîñòÿõ èõ ðåøåíèÿ.
Äëÿ çàäà÷ îáúåìíîãî õàðàêòåðà ðàçâèò äîñòàòî÷íî ìîùíûé àïïàðàò,
ãëàâíûì îáðàçîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé, â
îáùåì, ñ óñïåõîì äîáèâàòüñÿ èõ ðåøåíèÿ. Äëÿ çàäà÷ ÒÐ ðåøàþùèé àïïàðàò
ðàçâèò â ãîðàçäî ìåíüøåé ñòåïåíè. Ïîèñê îïòèìàëüíîãî èëè áëèçêîãî ê
îïòèìàëüíîìó ðàñïèñàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ïîäõîäîâ:

1 - ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ;

2 - ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö;

3 - êîìáèíàòîðíîãî;

4 - ýâðèñòè÷åñêîãî;

5 - ñòàòèñòè÷åñêîãî (âåðîÿòíîñòíîãî).
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Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé

Ôîðìóëèðîâêà îáùåé çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ â òåðìèíàõ ëèíåéíîãî
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä

Êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä
Âñïîìíèì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèÿ òàêèõ ïîíÿòèÿõ, êàê çàäà÷è êëàññà Ð,
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû è NP-ïîëíûå (òðóäíûå) çàäà÷è. Ïîä
¾ýôôåêòèâíûì àëãîðèòìîì¿ ïîíèìàåòñÿ àëãîðèòì, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî
òðåáóåìûõ øàãîâ ðàñòåò êàê ïîëèíîì îò ðàçìåðà âõîäíîé çàäà÷è. Çàäà÷è,
èìåþùèå ýôôåêòèâíûå (ïîëèíîìèàëüíûå) àëãîðèòìû ðåøåíèÿ,
ïðèíàäëåæàò êëàññó Ð-çàäà÷. Êëàññ NP-çàäà÷ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè: - äëÿ íèêàêóþ NP-ïîëíóþ çàäà÷ó íåëüçÿ ðåøèòü íèêàêèìè
èçâåñòíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè àëãîðèòìàìè; - åñëè ñóùåñòâóåò
ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ êàêîé-íèáóäü NP-ïîëíîé çàäà÷è, òî
ñóùåñòâóþò ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ âñåõ NP-ïîëíûõ çàäà÷.
Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîíÿòèÿ NP-ïîëíîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: òàêèå
çàäà÷è ïî ñóùåñòâó òðóäíîðåøàåìû ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îíè íå
ïîääàþòñÿ ýôôåêòèâíîìó àëãîðèòìè÷åñêîìó ðåøåíèþ.
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Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ( è ðàçëè÷íûå åãî ìîäèôèêàöèèè) ýòî ìåòîä,
êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè, íî äëÿ ýòîãî ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå îò
ðàçìåðà çàäà÷è êîëè÷åñòâî âðåìåíè. Äëÿ íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî êðóãà
çàäà÷ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì).
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Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû

Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû áûñòðî ñòðîÿò ðåøåíèå, íå î÷åíü ïëîõîå.
Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ðàçóìíûå ñîîáðàæåíèÿ áåç
ñòðîãèõ îáîñíîâàíèé, êîòîðûå íå ãàðàíòèðóþò ïîëó÷åíèå îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ, íî ÷àñòî ãåíåðèðóþò âïîëíå ïðèåìëåìûå, ñ ïðàêòè÷åêñîé òî÷êè
çðåíèÿ, ðàñïèñàíèÿ.
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Ñïèñî÷íûå àëãîðèòìû

Îñîáóþ ðîëü â ÒÐ èãðàþò ñïèñî÷íûå àëãîðèòìû. Ñïèñî÷íûé àëãîðèòì
ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:
1. Çàäàíèÿì ïðèñâàèâàâþòñÿ ïðèîðèòåòû.
2. Êàæäûé ðàç, êîãäà ïðîöåññîð îñâîáîæäàåòñÿ, íà íåãî íàçíà÷àåòñÿ ãîòîâîå
çàäàíèå ñ ìàêñèìàëüíûì ïðèîðèòåòîì.

1 1) Ïðàâèëî SPT (shirtest processing time). Ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîé
ðàáîòå (îïåðàöèè) èç ìíîæåñòâ, ó êîòîðîé âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
ìèíèìàëüíî.

2 2) Ïðàâèëî LRT (longest remaining time). Òðåáóåò âûáîðà íàïðÿæåííîé
ðàáîòû, ò.å. òîé, ó êîòîðîé ñóììà âðåìåí âûïîëíåíèÿ îñòàâøèõñÿ
îïåðàöèé íàèáîëüøåå.

3 3) Ïðàâèëî LPT (longest processing time). Ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ òîé
ðàáîòå (îïåðàöèè) , ó êîòîðîé âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ìàêñèìàëüíî.

4 4) FIFO � ãåíåðàòîð, èñïîëüçóþùèé ïðàâèëî �ïåðâûé ïðèøåë � ïåðâûé
îáñëóæèâàåòñÿ�, (First In � First On).

5 5) LIFO � ãåíåðàòîð, èñïîëüçóþùèé ïðàâèëî �ïîñëåäíèé ïðèøåë �
ïåðâûé îáñëóæèâàåòñÿ�, (LAST In � First On).
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Àëãîðèòìû ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè

Ïðè îöåíêå ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàþò äâà êðèòåðèÿ:
êà÷åñòâî ðàñïèñàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü (òðóäîåìêîñòü )
àëãîðèòìà. Ãîâîðÿò, ÷òî àëãîðèòì H, ðåøàþùèé çàäà÷ó D, èìååò
ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó òî÷íîñòè ðàâíóþ σ

σ = inf{r ≥ 1 : fA(I )/fopt(I ) ≤ r}},

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåìó ìíîæåñòâó ïðèìåðîâ çàäà÷è D;
I � êîíêðåòíûé ïðèìåð;
fA(I ) - çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîå àëãîðèòìîì H äëÿ ïðèìåðà I ;
fopt(I ) �îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ïðèìåðà I .
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Ìåòàýâðèñòèêè

Âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû ñâÿçàíû ñ ìíîãîêðàòíûì ìîäåëèðîâàíèåì
ðàñïèñàíèé.
Øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Âûáèðàåòñÿ
íà÷àëüíîå ðåøåíèå è íàáîð äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòîãî ðåøåíèÿ.
Òåêóùèå ðåøåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ îïåðàöèÿìè èç äàííîãî íàáîðà. Åñëè
óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëó÷øåå ðåøåíèå, òî àëãîðèòì ïåðåõîäèò â ýòî ðåøåíèå è
ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ.
Ïîñëå k-êðàòíîãî ïðîèãðûâàíèÿ âûáèðàåòñÿ íàèëó÷øåå ðàñïèñàíèå, êîòîðîå
ïðèíèìàåòñÿ çà ðåøåíèå çàäà÷è. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå
íà èäåå ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

1 à) ïîèñê â ëîêàëüíîé îêðåñòíîñòè;

2 á) íàïðàâëåííûé ñëó÷àéíûé ïîèñê ñ ñàìîîáó÷åíèåì;

3 â) èìèòàöèÿ îòæèãà;

4 ã) ïîèñê ñ çàïðåòàìè.

Äðóãèå ïîäõîäû ðåàëèçóþò ñëåäóþùèå àëãîðèòìû:

1 ä) ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû;

2 å) íåéðîííûå ñåòè;
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Ââåäåíèå

Problem Statement 1|rj , qj |Cmax.

Approximation algorithm IJR.

The worst-case performance ratio of algorithm IJR.

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ, â êîòîðîé
n çàäàíèé âûïîëíÿåòñÿ íà îäíîì ïðîöåññîðå. Ïóñòü U - ìíîæåñòâî çàäàíèé
è äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿ i ∈ U çàäàíû:

âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ íà èñïîëíåíèå � r(i),

âðåìÿ âûïîëíåíèÿ � t(i),

è âðåìÿ äîñòàâêè � q(i).

Ñ÷èòàåì, ÷òî äîñòàâêà íà÷èíàåòñÿ ñðàçó ïîñëå çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ
çàäàíèÿ ïðîöåññîðîì è ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ îäíîâðåìåííî ñ åãî ðàáîòîé.
Ïðåðûâàíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé íå äîïóñêàþòñÿ, è â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè ïðîöåññîð ìîæåò èñïîëíÿòü íå áîëåå îäíîãî çàäàíèÿ. Òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå, ò. å. íàéòè äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿ i âðåìÿ íà÷àëà åãî
âûïîëíåíèÿ τ(i), ïðè óñëîâèè, ÷òî r(i) ≤ τ(i). Õàðàêòåðèñòèêà êà÷åñòâà
ðàñïèñàíèÿ � âðåìÿ äîñòàâêè ïîñëåäíåé ðàáîòû
Cmax = max{τ(i) + t(i) + q(i)|i ∈ U}. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå
ìèíèìèçèðóþùåå Cmax.
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Îáçîð

Çàäà÷à NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå, íî ñóùåñòâóþò òî÷íûå
ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ðÿäà ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ.

Ïåðâûì àëãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðàñïèñàíèÿ áûëà
ýâðèñòèêà Øðàãå [2]� ðàñøèðåííîå ïðàâèëî Äæåêñîíà, êîòîðîå
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäûé ðàç, êîãäà ïðîöåññîð
îñâîáîæäàåòñÿ, íà íåãî íàçíà÷àåòñÿ ãîòîâàÿ ðàáîòà ñ ìàêñèìàëüíûì
âðåìåíåì äîñòàâêè
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà O(n log n). Â ðàáîòå Õ. Êèçå è äð.
ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì èìååò ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó òî÷íîñòè,
ðàâíóþ 2.

K. Ïîòòñ [3] ïðåäëîæèë àëãîðèòì, â êîòîðîì n ðàç çàïóñêàåòñÿ
ïðîöåäóðà, ðåàëèçóþùàÿ ïðàâèëî Äæåêñîíà. Ïåðåä êàæäûì íîâûì
çàïóñêîì ê îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è äîáàâëÿåòñÿ íîâîå îãðàíè÷åíèå íà
ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Èç n ïîñòðîåííûõ ðàñïèñàíèé âûáèðàåòñÿ
ëó÷øåå ðàñïèñàíèå. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Ïîòòñà
O(n2 log n). Ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè
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Îáçîð

Ë. Õîëë è Ä.Øìîéñ [4] ðàññìàòðèâàëè íàðÿäó ñ ïðÿìîé çàäà÷åé
èíâåðñíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ çàäàíèé è âðåìåíà
äîñòàâêè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Àâòîðû ðàçðàáîòàëè ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
ðàñïèñàíèÿ, â êîòîðîì àëãîðèòì Ïîòòñà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðÿìîé è
èíâåðñíîé çàäà÷è. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, â êîòîðîì åñòü
äâà äëèòåëüíûõ çàäàíèÿ. Â îáùåé ñëîæíîñòè àëãîðèòì ñòðîèò 4n
ðàñïèñàíèé è âûáèðàåò èç íèõ ëó÷øåå. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà O(n2 log n). Ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ðàâíà 4/3.
Å.Íîâèöêèé è Ê. Ñìóòíèöêèé [5] ïðåäëîæèëè àëãîðèòì ñ
ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè 3/2, êîòîðûé ñîçäàåò òîëüêî äâå
ïåðåñòàíîâêè. Ïåðâûé ðàç ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî Äæåêñîíà, äàëåå
îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ ðàáîòà, è âñå ìíîæåñòâî çàäàíèé
ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà: çàäàíèÿ, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
äî èíòåðôåðåíöèîííîé ðàáîòû è çàäàíèÿ, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
ïîñëå íåå. Çàäàíèÿ èç ïåðâîãî ìíîæåñòâî óñòàíàâëèâàþòñÿ â ïîðÿäêå
ïîñòóïëåíèÿ, èç âòîðîãî � ïî íåâîçðàñòàíèþ âðåìåíè äîñòàâêè.
Àâòîðîì [3] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì, êîòîðûé ñòðîèò äâå ïåðåñòàíîâêè:
îäíó àëãîðèòìîì Äæåêñîíà, à äðóãóþ àëãîðèòìîì ñ ïðîñòîÿìè IJR è
âûáèðàåò èç íèõ ëó÷øåå. ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè 3/2.
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Ñâîäíàÿ òàáëèöà

Table: Approximation algorithms

Year Pn Comp. c WCR Ref.

1971 1 O(n log n) 2 Schrage
1980 n O(n2 log n) 3/2 K.Potts
1992 4n O(n2 log n) 4/3 L.Hall and D. Schmois
1994 2 O(n log n) 3/2 E. Novitsky and K. Smutnitsky
2021 2 O(n log n) 3/2 N. Grigoreva

Öåëü äîêëàäà ïîêàçàòü. ÷òî àëãîðèòì IJR èìååò ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó
òî÷íîñòè 11/7.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà

Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà IJR : èíîãäà ëó÷øå ïîñòàâèòü íà îáñëóæèâàíèå
ïðèîðèòåòíîå çàäàíèå, äàæå åñëè ýòî ïðèâåäåò ê ïðîñòîþ ïðîöåññîðà, ÷åì
çàãðóæàòü ïðîöåññîð ìåíåå ïðèîðèòåòíûì. Óñòàíîâëåíû äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ, â êîòîðûõ âûãîäíî îðãàíèçîâàòü íåâûíóæäåííûé ïðîñòîé
ïðîöåññîðà. Ýòè óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûáîð ìåæäó äâóìÿ çàäàíèÿìè.
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Àëãîðèòì IJR

Ñíà÷àëà îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ñ íåâûíóæäåííûìè
ïðîñòîÿìè IJR.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: rmin = min{r(i)| i ∈ U},
qmin = min{q(i) | i ∈ U}. Îïðåäåëèì íèæíþþ ãðàíèöó öåëåâîé ôóíêöèè LB
ïî ôîðìóëå

LB = max{rmin +
n∑

i=1

t(i) + qmin,max{r(i) + t(i) + q(i) | i ∈ U}}.

Îòñîðòèðóåì çàäàíèÿ ïî íå óáûâàíèþ âðåìåí ïîñòóïëåíèÿ
r(j1) ≤ r(j2) ≤ . . . ≤ r(jn). Ãîòîâûå çàäàíèÿ áóäåì õðàíèòü â î÷åðåäè ñ
ïðèîðèòåòàìè Q1, ïðèîðèòåòîì ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ äîñòàâêè.
Ïóñòü time âðåìÿ îñâîáîæäåíèÿ ïðîöåññîðà ïîñëå âûïîëíåíèÿ óæå
ïîñòàâëåííûõ â ðàñïèñàíèå çàäàíèé, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëîæèì
time := rmin.
Ïóñòü k − 1 çàäàíèå óæå ïîñòàâëåíû â ðàñïèñàíèå, Sk−1 � ïîäìíîæåñòâî
çàäàíèé, âêëþ÷åííûõ â ðàñïèñàíèå. Âðåìÿ îñâîáîæäåíèÿ ïðîöåññîðà
èçâåñòíî time := max{τ(i) + t(i)|i ∈ Sk−1}. Îïèøåì k− ûé øàã.

Ãðèãîðüåâà Íàòàëüÿ Ñåðãååâíà (ÑÏáÃÓ) Îäíîïðîöåññîðíàÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ñ âðåìåíàìè ïîñòóïëåíèÿ è äîñòàâêè2023 8 / 33



Àëãîðèòì IJR

1 Äîáàâëÿåì â î÷åðåäü Q1 ãîòîâûå çàäàíèÿ òàêèå, ÷òî r(i) ≤ time.
Åñëè ãîòîâîãî çàäàíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè time íåò, òî
time := min{r(i)|i /∈ Sk−1} è ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 1.

2 Âûáèðàåì ãîòîâîå çàäàíèå u ∈ Q1 ñ ìàêñèìàëüíûì âðåìåíåì äîñòàâêè
q(u) = max{q(i)|i ∈ Q1}.

3 Ïîëîæèì rup := time + t(u).

4 Èùåì çàäàíèå u∗, êîíêóðèðóþùåå ñ çàäàíèåì u.
Äëÿ ýòîãî íàõîäèì ïåðâîå ïî ïîðÿäêó, åùå íå âêëþ÷åííîå â î÷åðåäü Q1,
çàäàíèå ji òàêîå, ÷òî time < r(ji ) < rup. Åñëè òàêîãî çàäàíèÿ íåò,
ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 8.

5 Åñëè âûïîëíåíî q(ji ) > LB/2, òî äëÿ çàäàíèÿ ji îïðåäåëÿåì âîçìîæíûé
ïðîñòîé ïðîöåññîðà idle(ji ) = r(ji )− time.
Ïðîâåðÿåì óñëîâèå q(ji )− q(u) ≥ idle(ji ).
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Àëãîðèòì IJR

1 Åñëè óñëîâèÿ 5 âûïîëíåíû, òî óñòàíàâëèâàåì íà ïðîöåññîð çàäàíèå
u∗ = ji , ïîëîæèì τ(ji ) := r(ji ); time := τ(ji ) + t(ji ); ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 1.
Èíà÷å äîáàâëÿåì ji çàäàíèå â î÷åðåäü.

2 Åñëè r(ji+1) < rup, òî ïîëîæèì i := i + 1, ïåðåéäåì
ê ïóíêòó 5.

3 Åñëè íå íàøëè çàäàíèå u∗, òî óñòàíàâëèâàåì íà ïðîöåññîð çàäàíèå u,
ïîëîæèì τ(u) := time; time := τ(u) + t(u).
Åñëè k < n, òî k := k + 1, ïåðåõîäèì ê 1, èíà÷å êîíåö àëãîðèòìà,
ðàñïèñàíèå Sn ïîñòðîåíî.

Íàõîäèì çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
Cmax(Sn) = max{τ(i) + t(i) + q(i) | i ∈ U}.
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Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ICA.

Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ICA.
1. Ñòðîèì ðàñïèñàíèå SJR àëãîðèòìîì Øðàãå (JR), îáîçíà÷èì äëèíó
ðàñïèñàíèÿ Cmax(SJR).
2. Ñòðîèì ðàñïèñàíèå S àëãîðèòìîì IJR, îáîçíà÷èì äëèíó ðàñïèñàíèÿ
Cmax(S).
3. Âûáèðàåì ðàñïèñàíèå SA ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè:
Cmax(SA) = min{Cmax(S),Cmax(SJR)}.

Ãðèãîðüåâà Íàòàëüÿ Ñåðãååâíà (ÑÏáÃÓ) Îäíîïðîöåññîðíàÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ñ âðåìåíàìè ïîñòóïëåíèÿ è äîñòàâêè2023 11 / 33



Ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè

Theorem

Àëãîðèòì ñòðîèò ðàñïèñàíèå SA äëÿ êîòîðîãî
Cmax(SA)/Cmax(Sopt) ≤ 3/2.
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà O(n log n).[3]
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ çàäàíèé x , a, u, c . Äàííûå äëÿ ñèñòåìû
çàäàíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 1, ãäå M êîíñòàíòà.
Ò à á ë è ö à 1.

Job ri ti qi
x ε ε M − 2 ∗ ε
a M/2− ε ε M/2

u 0 M/2+ ε 0

c M/2+ ε ε M/2− 2 ∗ ε

Íèæíÿÿ îöåíêà öåëåâîé ôóíêöèè LB = M.
Àëãîðèòì IJR ïîñòðîèò ðàñïèñàíèå S = (x , a, u, c). Ïåðåä íà÷àëîì
âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ a ïðîöåññîð áóäåò ïðîñòàèâàòü M/2− ε åäèíèö âðåìåíè.
Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
Cmax(S) = M/2− ε+ ε+M/2+ ε+ ε+M/2− 2 ∗ ε = 3/2M.
Àëãîðèòì JR ïîñòðîèò ðàñïèñàíèå SJR = (u, x , a, c). Çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè Cmax(SJR) = M/2+ ε+M − 2 ∗ ε = 3/2M − ε.
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå Sopt = (x , u, a, c), çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ
êîòîðîãî Cmax(Sopt) = 2 ∗ ε+M/2+ ε+M/2− 2 ∗ ε = M + ε.
Ïðè ε ñòðåìÿùèìñÿ ê íóëþ îòíîøåíèå Cmax(SA)/Cmax(Sopt) ñòðåìèòñÿ ê 3/2.
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The worst-case performance of algorithm IJR

Ïóñòü CA äëèíà ðàñïèñàíèÿ. ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìîì IJR è Copt äëèíà
îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ.

Theorem

Àëãîðèòì IJR ãåíåðèðóåò ðàñïèñàíèå SA, äëÿ êîòîðîãî
CA/Copt < 11/7.
[5]

IJR àëãîðèòì ñòðîèò îäíó ïåðåñòàíîâêó è èìååò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü
O(n log n).
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Lemma

Ïóñòü àëãîðèòì IJR ãåíåðèðóåò ðàñïèñàíèå S , çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
ðàâíî CA.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò èíòåðôåðåíñíàÿ ðàáîòà u â êðèòè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J(S) = (a,S1, u,S2, c). Åñëè â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè
ðàáîòà u âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S2 è ðàáîòû c èëè ìåæäó
ðàáîòàìè a è c òîãäà CA/Copt ≤ 3/2.

Ãðèãîðüåâà Íàòàëüÿ Ñåðãååâíà (ÑÏáÃÓ) Îäíîïðîöåññîðíàÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ñ âðåìåíàìè ïîñòóïëåíèÿ è äîñòàâêè2023 15 / 33



The worst-case performance of algorithm IJR

Lemma

Ïóñòü èìåþòñÿ çàäåðæàííûå ðàáîòû â êðèòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
J(S) = (a,S∗, c). íî íåò èíòåðôåðåíñíîé ðàáîòû, òîãäà òîãäà CA/Copt ≤ 3/2.
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Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Íàì îñòàëîñü ðàñññìîòðåòü ñëó÷àé , â êîòîðîì â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè
èíòåðôåðåíñíàÿ ðàáîòà u äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ ïåðåä ðàáîòîé a. Ýòîò ñäó÷àé
ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü â âèäå çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

F (y) = y1 + y2 + y3 + y4 + y6 + y9 −→ max

y2 + y3 + y4 + y9− LBw ≤ 0

y1 + y5 + y9− LBw ≤ 0

y1 + y2− y7 + y9 + y11 ≤ 0

y6 + y7 + y10− LBw ≤ 0

y3 + y6 + y7 ≤ 1

y4 + y5 + y9 ≤ 1

y3 + y4 + y6 + y9 ≤ 1

− y5+ (LB/2+ 1)w ≤ 0

−y9 + w ≤ 0

−y10+ w ≤ 0

− y11 + w ≤ 0

yi ≥ 0, i ∈ 1 : 11,w ≥ 0
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Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ â îáùåì âèäå. Íàèõóäøèé
ñëó÷àé ðàáîòû àëãîðèòìà èìååò ìåñòî â ñëó÷àè, êîãäà àëãîðèòì ñîçäàåò
áîëüøîé ïðîñòîé ïðîöåññîðà, â òî âðåìÿ êàê â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè
çàäàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ áåç ïðîñòîÿ. Ìû äîêàçàëè [3], ÷òî

maxCA/Copt = (11LB − 14)/(7LB + 2), LB − even.

maxCA/Copt = (11LB − 13)/(7LB + 1), LB − odd .

LB � íèæíÿÿ îöåíêà öåëåâîé ôóíêöèè â èñõîäíîé çàäà÷å.
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Example

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç 21 ðàáîòû : a, u,S1, c è 17 îäèíàêîâûõ ðàáîò,
êîòîðûå âêëþ÷åíû â S2. Èñõîäíûå äàííûå ïðèâåäåíû â Table.

Table: Release, processing and delivery times of jobs

Job a u S1 j1 . . . j17 c

ri 48 0 48 65 65 65 65

ti 1 65 16 1 1 1 1

qi 51 0 1 33 33 33 33

Íèæíÿÿ ãðàíèöà öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíà LB = 100.
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Example

Àëãîðèòì IJR ãåíåðèðóåò ðàñïèñàíèå S = (a,S1, u, j1, . . . , j17, c). Ïðîöåññîð
ïðîñòàèâàåò i 48 åäèíèö âðåìåíè ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû a. Ðàáîòà c ÿâëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêîé ðàáîòîé, âûïîëíåíèå ðàáîòû c çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè
148 è äîñòàâêà ðàáîòû çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè 181.

IJR schedule

48 1 16 65 1 16 1 1 33

idle a S1 u j1 . . . j17 c q(c)

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà
Cmax(S) = LB/2−2+1+(LB−4)/6+(LB+8)/6+(2LB−5)/3+(LB−1)/3 =
(11LB − 14)/6 = 181.
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Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå

Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå

65 1 17 1 16

u a S2 c S1

Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå is Sopt = (u, a,S2, c ,S1), çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
ðàâíî Copt = 6/(7LB + 2) = 117.
CA/Copt = (11LB − 14)(7LB + 2) = 1.547.
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Branch and Bound algorithm [4]

Root node.
Íèæíÿÿ ãðàíèöà Íàéòè ðàñïèñàíèå äëÿ çàäà÷è, â êîòîðîì ðàçðåøåíû
ïðåðûâàíèÿ è íàéòè LB. Åñëè â ðàñïèñàíèè íå îêàçàëîñü ïðåðâàííûõ ðàáîò,
òî ïîñòðîåííîå ðàñïèñàíèå îïòèìàëüíî.
Schrage's heuristic Íàéòè ðàñïèñàíèå Sr àëãîðèòìîì Äæåêñîíà è îáîçíà÷èòü
Cmax(Sr ) åãî äëèíó. Åñëè UB > Cmax(Sr ) òîãäà UB = Cmax(Sr ). Åñëè
LB = UB, òî ðàñïèñàíèå îïòèìàëüíî è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåòñÿ.
IJR heuristic
Íàéòè ðàñïèñàíèå S àëãîðèòìîì IJR è îáîçíà÷èì Cmax(S) åãî äëèíó. Åñëè
UB > Cmax(Sr ) òî UB = Cmax(S). Åñëè LB = UB, òî ðàñïèñàíèå S
îïòèìàëüíî è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåòñÿ.
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Branch and Bound algorithm

Branch. Íàéòè êðèòè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü J(S) è ïðîðàíàëèçèðîâàòü
åå.
Åñëè íåò èíòåðôåðåíñíûõ è çàäåðæàííûõ ðàáîò, òî ðàñïèñàíèå S îïòèìàëüíî
S è àëãîðèòì çàêàí÷èâàåòñÿ.
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Algorithm

Åñòü èíòåðôåðåíñíàÿ ðàáîòà ju â J(S).

Cmax(S); LBnewt
�
�
�
�/

LBnew = max(LB,Cmax(S)− t(ju) + idle).

jc ≺ ju

LB(LN)

t
S
S
S
Sw

ju ≺ S2

LB(RN)

t

LB(LN) = max(LBnew ,Cmax(S) + δ(S)− q(jc) + q(ju)).

LB(RN) = max(LBnew ,Cmax(S)− τ(ju) + r(ju).
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Algorithm

LB = max(LB,Cmax(S)− t(ju) + idle). Åñëè LB ≥ UB , òî òåêóùàÿ âåðøèíà
çàêðûâàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîçäàåì ëåâóþ è ïðàâóþ âåðøèíó.
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Algorithm

Right node.Â ïðàâîé âåðøèíå äåðåâà ïåðåáîðà ðàáîòà job j(u) äîëæíà
âûïîëíÿòüñÿ äî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S2 and óñëîâèå ju ≺ S2 äîáàâëÿåòñÿ ê
îãðàíè÷åíèÿì.
LB = max(LB,Cmax(S)− r(ja)− T (S1) + r(ju)).
q(ju) = q(jc)+T (S2) è ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ q(j) äëÿ âñåõ ïðåäøåñòâåííèêîâ (ju).
Ñòðîèòñÿ íîâîå ðàñïèñàíèå S , UB = min(UB,Cmax(S)). Åñëè LB ≥ UB, òî
òåêóùàÿ âåðøèíà íå ìîæåò óëó÷øèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ è îíà çàêðûâàåòñÿ.
Left node. Â ëåâîé âåðøèíå óñëîâèå jc ≺ ju äîáàâëÿåòñÿ.
LB = max(LB,Cmax(S)− δ(S) + q(jc)− q(ju)).
If LB ≥ UB, then the left node is eliminated else set r(ju) = r(jc) + t(jc) è
ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ r(j) äëÿ âñåõ ïîòîìêîâ of job ju.
Ñòðîèòñÿ íîâîå ðàñïèñàíèå S , UB = min(UB,Cmax(S)). Åñëè LB ≥ UB, òî
òåêóùàÿ âåðøèíà íå ìîæåò óëó÷øèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ è îíà çàêðûâàåòñÿ.
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Algorithm

Ñóùåñòâóåò çàäåðæàííàÿ ðàáîòà jv â J(S).

Cmax(S); LBt
�
�
�
�/

LB(LN) = max(LB,Cmax(S) + r(jv )− r(ja)).

LB(RN) = max(LB,Cmax(S)− T (J(S)) + t(jv ) + T (J1)).

jv ≺ ja

LB(LN)

t
S
S
S
Sw

ja ≺ jv

LB(RN)

t

LB = max(LB,C (S)− r(ju) + r(ja)).
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Branch and Bound algorithm

LB = max(LB,Cmax(S) + r(ja)− r(jv )).
Left node. Â ëåâîé âåðøèíå äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå jv ≺ ja . Ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ
LB
LB = max(LB,Cmax(S) + r(ja)− r(jv )).
Åñëè LB ≥ UB, òî ëåâàÿ âåðøèíà çàêðûâàåòñÿ, èíà÷å q(jv ) = q(ja) + t(ja) è
ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ q(j) äëÿ âñåõ ïðåäøåñòâåííèêîâ (jv ).
Right node. Â ïðàâîé âåðøèíå óñëîâèå ja ≺ jv äîáàâëÿåòñÿ.
LB = max(LB,Cmax(S)− T (J(S)) + t(jv ) + T (J1)).
Åñëè LB ≥ UB, òî ïðàâàÿ âåðøèíà çàêðûâàåñÿ, èíà÷å
r(jv ) = r(ja) + t(ja) ïåðåñ÷èòûâàåì r(j) äëÿ âñåõ ïîòîìêîâ jv .
Ñòðîèì íîâîå ðàñïèñàíèå S , ïîëàãàåì UB = min(UB,Cmax(S)).
Àëãîðèòì ðàáîòàåò ïîêà åñòü íåçàêðûòûå âåðøèíû.
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Computational Results

×èñëî ðàáîò âàðüèðîâàëîñü îò n = 50 äî n = 5000.
Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ãåíåðèðîâàëîñü ðàâíîìåðíî â äèàïàçîíå îò 1 äî 50.
Âðåìåíà ïîñòóïëåíèÿ è äîñòàâêè ãåíåðèðîâàëèñü ðàâíîìåðíî èç äèàïàçîíà
îò 1 äî Kn, äëÿ K = 20. Pan ïîêàçàë (2006) ÷òî íàèáîëåå òðóäíûå ïðèìåðû
âñòðå÷àþòñÿ ïðè 14 ≤ K ≤ 25.
Äëÿ êàæäîãî n è K = 20 ãåíåðèðîâàëîñü 100 ïðèìåðîâ.
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Computational Results

Ïåðâàÿ êîëîíêà - ÷èñëî ðàáîò n.
Êîëîíêà V, ñîäåðæàò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ÷èñëà âåðøèí â äåðåâå ïåðåáîðà, VM
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåðùøèí â äåðåâå ïåðåáîðà è T ñðåäíåå âðåìÿ
âû÷èñëåíèé (â ñåê), äëÿ BBI . Êîëîíêè VC, VMC, TC ñîäåðæàò òå æå ñàìûå
çíà÷åíèÿ äëÿ àëãîðèòìà Êàðëüå [6], à VH, VMH, TH ñîäåðæàò òå æå ñàìûå
çíà÷åíèÿ äëÿ àëãîðèòìà ×àíäðû [1].
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Computational Results

Table: Performance of algorithms according to the variation of n

n V VC VH VM VMC VMH T TC TH

50 1.05 10.7 1.5 2 17 24 0.00 0.00 0.00
100 1.00 15.8 1.4 1 28 3 0.00 0.00 0.00
300 1.06 28.4 1.3 2 188 59 0.00 0.07 0.01
500 1.15 46.2 1.5 2 115 19 0.01 0.35 0.04
1000 1.05 52.5 1.5 2 220 4 0.04 1.79 0.41
2000 1.10 34.0 1.5 2 77 3 0.20 5.14 0.84
5000 1.05 59.4 1.5 2 146 3 1.38 72.84 3.23
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