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Îïðåäåëåíèå ñèíõðîíèçàöèè

Îïðåäåëåíèå

Ñèíõðîíèçàöèÿ � ýòî ñîãëàñîâàííîå âî âðåìåíè ôóíêöèîíèðîâàíèå äâóõ èëè
íåñêîëüêèõ ïðîöåññîâ èëè îáúåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò áûòü
ñîâïàäåíèå èëè ñáëèæåíèå ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ äâóõ èëè íåñêîëüêèõ
ñèñòåì, èëè ñîãëàñîâàííîå èçìåíåíèå íåêîòîðûõ êîëè÷åñòâåííûõ
õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì1.

1Ôðàäêîâ À.Ë. Êèáåðíåòè÷åñêàÿ ôèçèêà: ïðèíöèïû è ïðèìåðû. � 2003.
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Êîîðäèíàòíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî N îáúåêòîâ (ïðîöåññîâ), ñîñòîÿíèå êàæäîãî
èç êîòîðûõ â ìîìåíò âðåìåíè t õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðûì âåêòîðîì xi(t),
i = 1, 2, . . . , N , ãäå t èçìåíÿåòñÿ íà ïðîìåæóòêå 0 ≤ t <∞. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âñå âåêòîð-ôóíêöèè xi ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå
ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó X , à èõ çíà÷åíèÿ xi(t) ïðèíàäëåæàò Rn.

Îïðåäåëåíèå (Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ)

N îáúåêòîâ (ïðîöåññîâ) àñèìïòîòè÷åñêè ñèíõðîíèçèðîâàíû, åñëè

lim
t→∞

|xik(t)− xjk(t)| = 0, ∀k = 1, . . . , n, ∀i, j = 1, . . . , N.

Îïðåäåëåíèå (ε-ñèíõðîíèçàöèÿ)

N îáúåêòîâ (ïðîöåññîâ) ïðèáëèæåííî ñèíõðîíèçèðîâàíû, åñëè

|xik(t)− xjk(t)| ≤ ε, ∀k = 1, . . . , n, ∀i, j = 1, . . . , N, t ≥ 0, ε > 0.
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Ñðåäíÿÿ äèíàìèêà

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñèíõðîíèçàöèè îáúåêòû (ïðîöåññû) äîñòèãàþò
íåêîòîðîãî ñðåäíåãî ñîñòîÿíèÿ x̄(t) ∈ Rn, êîòîðîå îïðåäåëÿåò äèíàìèêó
ñåòè èç ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ.
Åñëè ãðàô ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì èëè
ñáàëàíñèðîâàííûì, òî x̄ ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó ñîñòîÿíèþ âñåõ îáúåêòîâ,
ò.å.

x̄ =
1

N

N∑
i=1

xi.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x̄ ñîîòâåòñòâóåò âçâåøåííîìó ñðåäíåìó, ò.å. ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ñîñòîÿíèé xi:

x̄ =
N∑
i=1

νixi,
N∑
i=1

νi = 1.
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Îøèáêè ñèíõðîíèçàöèè

Îïðåäåëèì âåêòîðû èç îøèáîê ñèíõðîíèçàöèè ei = xi − x̄, i = 1, . . . , N .
Òîãäà çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ñèíõðîíèçàöèè ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å
èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû èç îøèáîê ñèíõðîíèçàöèè:

N îáúåêòîâ (ïðîöåññîâ) àñèìïòîòè÷åñêè ñèíõðîíèçèðîâàíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ei(t) = 0, ∀ i = 1, . . . , N .

N îáúåêòîâ (ïðîöåññîâ) ïðèáëèæåííî ñèíõðîíèçèðîâàíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ∃ ε > 0 : |eik(t)| ≤ ε, ∀k = 1, . . . , n, ∀ i = 1, . . . , N , t ≥ 0.
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Íåëèíåéíàÿ ñåòü ñ äèôôóçèîííûìè ñâÿçÿìè

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ ñåòü èç N íåëèíåéíûõ ñèñòåì â íîðìàëüíîé
ôîðìå:

ẏi(t) = fyi (yi(t), zi(t)) + ui(t),

żi(t) = f zi (yi(t), zi(t)),
(1)

ãäå yi, ui ∈ Rm � âûõîä è âõîä i-é ñèñòåìû,ñîîòâåòñòâåííî, à zi ∈ Rn−m �
åå íîëü-äèíàìèêà. Âåêòîð-ôóíêöèè fyi : Rm × Rn−m → Rm,
f zi : Rm × Rn−m → Rn−m ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûìè.
Ïóñòü ñâÿçè ìåæäó ñèñòåìàìè áóäóò ëèíåéíûìè äèôôóçèîííûìè:

ui(t) =
N∑
j=1

aij[yj(t)− yi(t)], (2)
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Ìàòðèöà Ëàïëàñà

Äèôôóçèîííûå ñâÿçè çàäàþòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû Ëàïëàñà:

L =


∑N

j=2 a1j −a12 · · · −a1N
−a21

∑N
j=1,j ̸=2 a2j · · · −a2N

...
...

. . .
...

−aN1 −aN2 · · ·
∑N−1

j=1 aNj

 .
Îò ñïåêòðà ìàòðèöû Ëàïëàñà 0 ≤ Reλ2 ≤ Reλ3 ≤ · · · ≤ ReλN çàâèñèò
ñîñòîÿíèå ñåòè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèíõðîíèçàöèè âàæíûì ïàðàìåòðîì
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà λ2.
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Âàæíûå ðåçóëüòàòû ïî ñèíõðîíèçàöèè ñåòåé ñ äèôôóçèîííûìè ñâÿçÿìè

Äæóíóñîâ È.À., Ôðàäêîâ À.Ë. Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñåòÿõ ëèíåéíûõ àãåíòîâ
ñ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè ïî âûõîäàì // Àâòîìàò. è òåëåìåõ., 2011, � 8,
Ñ. 41-42.

Pogromsky A., Nijmeijer H. Cooperative oscillatory behavior of mutually
coupled dynamical systems // IEEE Trans. Circuits Syst. I, 2001, Vol. 48,
No. 2, P. 152�162.

Panteley E., Lor�ia A. Synchronization and dynamic consensus of
heterogeneous networked systems // IEEE Trans. Automat. Control, 2017,
Vol. 62, No. 8. P. 3758�3773.
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Ïîëóïàññèâíîñòü

Îïðåäåëåíèå (Ñòðîãî ïîëóïàññèâíàÿ ñèñòåìà)

Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïîëóïàññèâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò
íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R+ òàêàÿ, ÷òî V (0) = 0 è âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

V̇ (yi, zi) =
∂V (yi, zi)

∂yi

(fyi (yi, zi)+ui)+
∂V (yi, zi)

∂zi
f zi (yi, zi) ≤ yT

i ui−H(yi, zi),

ãäå ôóíêöèÿ H : Rn → R ïîëîæèòåëüíà ñíàðóæè øàðà B ðàäèóñà ρ:

∃ρ > 0, ∥(yi, zi)∥ ≥ ρ⇒ H(yi, zi) > 0.

Çäåñü ∥ · ∥ � åâêëèäîâà íîðìà â Rn.
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Íåëèíåéíàÿ ñåòü ñ äèôôóçèîííûìè ñâÿçÿìè

Ïóñòü ñåòü (1) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, ò.å. fyi = fy, f zi = f z, i = 1, . . . , N ;
yi ∈ R; à ãðàô ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè � íåîðèåíòèðîâàííûì.

Òåîðåìà

Ïóñòü êàæäàÿ ñèñòåìà â ñåòè (1) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëó-ïàññèâíîé.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ
V0 : Rn−1 → R+ è ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà α òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

(∇V0(z′ − z′′))
T
(f z(z′,y′)− f z(z′′,y′)) ≤ −α∥z′ − z′′∥2,

∀ z′, z′′ ∈ Rn−1 è y′ ∈ R.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî λ∗ òàêîå, ÷òî ïðè λ2 ≥ λ∗ ñåòü èç
ñèñòåì (1), (2) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ñèíõðîíèçèðîâàííîé. Çäåñü λ2 �
àëãåáðàè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà.
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Âîçíèêàþùàÿ äèíàìèêà

Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé, òî âàæíûì ïîíÿòèåì
ñòàíîâèòñÿ âîçíèêàþùàÿ äèíàìèêà:

ẏe(t) =
N∑
i=1

νif
y
i (yi(t), zi(t)),

że(t) =
N∑
i=1

νif
z
i (yi(t), zi(t)).
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Ñèñòåìà Õèíäìàðø-Ðîóç2

Ðàññìîòðèì ìîäåëü íåéðîíà Õèíäìàðø-Ðîóç, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà
íåëèíåéíîé ñèñòåìîé òðåòüåãî ïîðÿäêà:

ẋ = −ax3 + bx2 + y − z + I,

ẏ = c− dx2 − y,

ż = r(s(x+ w)− z),

ãäå x îïèñûâàåò äèíàìèêó ìåìáðàííîãî ïîòåíöèàëà, à y è z îïèñûâàþò
äèíàìèêó èîííûõ òîêîâ. Ìàëûé ïàðàìåòð 0 < r ≪ 1 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ðàçäåëåíèÿ äèíàìèêè íà ìåäëåííóþ è áûñòðóþ, ãäå z îïèñûâàåò äèíàìèêó
ìåäëåííîãî êàëèåâîãî òîêà, à y îïèñûâàåò äèíàìèêó áûñòðîãî íàòðèåâîãî
òîêà. I � âíåøíèé ñòèìóë, à a, b, c, d, s, w � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû.

2Hindmarsh J.L., Rose R.M. A model of neuronal bursting using three coupled �rst order
di�erential equations // Proc. R. Soc. Lond. B Biol. Sci., 1984, Vol. 221, No. 1222, P. 87�102.
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Ñåòü èç ñèñòåì Õèíäìàðø-Ðîóç

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñåòü èç N äèôôóçèîííî-ñâÿçàííûõ ñèñòåì
Õèíäìàðø-Ðîóç:

ẋi = −ax3i + bx2i + yi − zi + I +
N∑
j=1

aij(xj − xi),

ẏi = c− dx2i − yi,

żi = r(s(xi + w)− zi),

(3)

ãäå A = (aij), i, j = 1, . . . , N � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà, îïèñûâàþùåãî
òîïîëîãèþ ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ
íåîðèåíòèðîâàííûì.

Ïëîòíèêîâ Ñ.À. (ÈÏÌàø ÐÀÍ) Ñèíõðîíèçàöèÿ è äåñèíõðîíèçàöèÿ â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñåòÿõ 14 / 40



Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèíõðîíèçàöèè ñåòè èç ñèñòåì Õèíäìàðø-Ðîóç3

Òåîðåìà

Ïóñòü ãðàô ñâÿçåé ñåòè èç ñèñòåì Õèíäìàðø-Ðîóç (3) ÿâëÿåòñÿ
íåîðèåíòèðîâàííûì. Åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

λ2 > λ∗ =
2(b2 + d2)

a
,

ãäå λ2 � ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà, òî ñåòü èç ñèñòåì
Õèíäìàðø-Ðîóç àñèìïòîòè÷åñêè ñèíõðîíèçèðóåòñÿ.

3Plotnikov S.A. Synchronization conditions in networks of Hindmarsh-Rose systems //
Cybernetics and Physics, 2021, Vol. 10, No. 4, P. 254�259.
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Ñðåäíÿÿ äèíàìèêà ñåòè èç ñèñòåì Õèíäìàðø-Ðîóç

Âû÷èñëèì ñðåäíþþ äèíàìèêó ñåòè èç ñèñòåì Õèíäìàðø-Ðîóç:

˙̄x = −aψ + bφ+ ȳ − z̄ + I,

˙̄y = c− dφ− ȳ,

˙̄z = r(s(x̄+ w)− z),

ãäå

x̄ =
1

N

N∑
i=1

xi, ȳ =
1

N

N∑
i=1

yi, z̄ =
1

N

N∑
i=1

zi,

ψ =
1

N

N∑
i=1

x3i , φ =
1

N

N∑
i=1

x2i .
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Èíòåðåñíûå ìîìåíòû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Ââîäÿòñÿ îøèáêè ñèíõðîíèçàöèè

e1i = xi − x̄, e2i = yi − ȳ, e3i = zi − z̄,

è ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà

V (e1i, e2i, e3i) =
N∑
i=1

1

2

(
e21i + µe22i +

1

rs
e23i

)
.

×òî äåëàòü ñ íåëèíåéíîñòÿìè? Â ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà èìåþòñÿ
ñëåäóþùèå ñëàãàåìûå:

−
N∑
i=1

ae1i(x
3
i − ψ) = −

N∑
i=1

ae1ix
3
i + aψ

N∑
i=1

e1i = −
N∑
i=1

ae1i(x
3
i − x̄3).
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Èíòåðåñíûå ìîìåíòû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû (ïðîä.)

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó ðàçíîñòè êóáîâ:

x3i − x̄3 = (xi − x̄)(x2i + xix̄+ x̄2)/

Õîòèì ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:

x2i + xix̄+ x̄2 ≥ α(xi − x̄)2. (4)

Íåðàâåíñòâî (4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

(
xi x̄

)( 1− α 0.5 + α
0.5 + α 1− α

)(
xi
x̄

)
≥ 0.

Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà, ïîëó÷èì, ÷òî α äîëæåí ëåæàòü â
ïðîìåæóòêå [0; 0.25] äëÿ òîãî, ÷òîáû íåðàâåíñòâî (4) áûëî âûïîëíåíî.

Ïëîòíèêîâ Ñ.À. (ÈÏÌàø ÐÀÍ) Ñèíõðîíèçàöèÿ è äåñèíõðîíèçàöèÿ â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñåòÿõ 18 / 40



Ìîäåëèðîâàíèå

Ðèñ. 1: Ñèíõðîíèçàöèÿ â îäíîðîäíîé ñåòè èç 50 ñèñòåì Õèíäìàðø-Ðîóç (3). (a), (b), (c): äèíàìèêà ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ.
Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: N = 50, a = 1, b = 2, c = 1, d = 0.5, r = 0.01, s = 4, w = 1.5, I = 5, λ2 = 15.4172. Íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ xi(0), yi(0), zi(0), i = 1, . . . , N ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [−1; 1].

Ïëîòíèêîâ Ñ.À. (ÈÏÌàø ÐÀÍ) Ñèíõðîíèçàöèÿ è äåñèíõðîíèçàöèÿ â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñåòÿõ 19 / 40



Ñèñòåìà ÔèòöÕüþ-Íàãóìî45

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÔèòöÕüþ-Íàãóìî

εu̇ = u− u3

3
− v,

v̇ = u+ c− bv,

ãäå u è v � òðàíñìåìáðàííîå íàïðÿæåíèå (àêòèâàòîð) è ïåðåìåííàÿ
àêòèâàöèè èîííîãî òîêà (èíãèáèòîð), ñîîòâåòñòâåííî, ε � ïàðàìåòð
ñîîòíîøåíèÿ âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ, b, c � ïîñòîÿííûå ïàðàìåòðû.

4FitzHugh R. Impulses and physiological states in theoretical models of nerve membrane //
Biophys. J., 1961, Vol. 1, No. 6, P. 445-466.

5Nagumo J., Arimoto S., Yoshizawa S. An active pulse transmission line simulating nerve
axon // Proc. IRE., 1962, Vol. 50, P. 2061-2070.
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Ñåòü èç ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ ñåòü èç N äèôôóçèîííî-ñâÿçàííûõ ñèñòåì
ÔèòöÕüþ-Íàãóìî:

εu̇i = ui −
u3i
3

− vi +
N∑
j=1

aij(uj − ui),

v̇i = ui − bvi + ci,

(5)

ãäå A = (aij), i, j = 1, . . . , N � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà, îïèñûâàþùåãî
òîïîëîãèþ ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ
íåîðèåíòèðîâàííûì. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ci
ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó |ci − cj| ≤ σ, ∀i, j = 1, . . . , N .

Ïëîòíèêîâ Ñ.À. (ÈÏÌàø ÐÀÍ) Ñèíõðîíèçàöèÿ è äåñèíõðîíèçàöèÿ â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñåòÿõ 21 / 40



Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèíõðîíèçàöèè ñåòè èç ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî6

Òåîðåìà

Ïóñòü ãðàô ñâÿçåé ñåòè èç ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (5) ÿâëÿåòñÿ
íåîðèåíòèðîâàííûì. Òàêæå ïóñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ci ïðèíàäëåæàò
ïðîìåæóòêó |ci − cj| ≤ σ, ∀i, j = 1, . . . , N . Åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî

λ2 > λ∗ = 1,

ãäå λ2 � ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà, òî ñåòü èç ñèñòåì
ÔèòöÕüþ-Íàãóìî ïðèáëèæåííî ñèíõðîíèçèðóåòñÿ ñ óðîâíÿìè òî÷íîñòè

∆1 =

(
3Nσ2

b

)1/4

, ∆2 =
σ

2

(√
N

b
+

1

b

)
.

6Plotnikov S.A., Fradkov A.L. On synchronization in heterogeneous FitzHugh�Nagumo
networks // Chaos, Solitons & Fractals, 2019, Vol. 121, P. 85-91.
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Ìîäåëèðîâàíèå

Ðèñ. 2: Ñèíõðîíèçàöèÿ â íåîäíîðîäíîé ñåòè èç 100 ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (5). (a), (b): äèíàìèêà ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ.
Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: N = 100, b = 0.45, ε = 0.08, λ2 = 21.1. Ïàðàìåòðû ai èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
ïðîìåæóòêå [0.63; 0.73]. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ui(0), vi(0), i = 1, . . . , N ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [0; 1].
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Ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñåòè

Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Êëàñòåðíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Ñîñòîÿíèå Õèìåðû

Äåñèíõðîíèçàöèÿ
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Êîëåáàòåëüíîñòü ïî ßêóáîâè÷ó

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ôóíêöèé è ñèñòåì, ââåäåííûå
Â.À. ßêóáîâè÷åì7.

Îïðåäåëåíèå

Äëÿ α, β ∈ R, α < β ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ψ(t) íàçûâàåòñÿ
(α, β)-êîëåáàòåëüíîé ïðè t→ ∞, åñëè îíà îãðàíè÷åíà, è âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

lim
t→+∞

ψ(t) = α; lim
t→+∞

ψ(t) = β.

7ßêóáîâè÷ Â.À. ×àñòîòíûå óñëîâèÿ àâòîêîëåáàíèé â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ñ îäíîé
ñòàöèîíàðíîé íåëèíåéíîñòüþ // Ñèá. ìàò. æóðí., 1973, Ò. 14, � 5, Ñ. 1100�1129.
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Êîëåáàòåëüíîñòü ïî ßêóáîâè÷ó (ïðîä.)

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ ñèñòåìó:

ẋ = f(x), (6)

ãäå x ∈ Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; f � íåïðåðûâíàÿ, ëîêàëüíî ëèïøèöåâà
âåêòîð-ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ðåøåíèå x(t,x0) äëÿ x0 ∈ Rn ñèñòåìû (6) íàçûâàåòñÿ êîëåáàòåëüíûì, åñëè
äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò âûõîä ψ = η(x), ãäå η : Rn → R � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, òàêîé, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ (α, β)-êîëåáàòåëüíûì äëÿ íåêîòîðûõ
−∞ < α < β < +∞.
Ñèñòåìà (6) íàçûâàåòñÿ êîëåáàòåëüíîé, åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ x0 ∈ Rn

ðåøåíèÿ ñèñòåìû x(t,x0) êîëåáàòåëüíûå.

Ïëîòíèêîâ Ñ.À. (ÈÏÌàø ÐÀÍ) Ñèíõðîíèçàöèÿ è äåñèíõðîíèçàöèÿ â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñåòÿõ 26 / 40



Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîëåáàòåëüíîñòè ñèñòåìû

Òåîðåìà

Ïóñòü f(x) = Ax+Bφ(y), y = Cx (çäåñü φ : Rp → Rm �
íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à A, B, C � ìàòðèöû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé), âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6) îãðàíè÷åíû.
Ïóñòü âñå ìàòðèöû Qi = A+B∂φ(Cx∗

i )/∂y, ãäå x
∗
i � ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ñèñòåìû (6), èìåþò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñ ïîëîæèòåëüíîé
âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ è íå èìåþò ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Òîãäà
ñèñòåìà (6) ÿâëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíîé ïî âûõîäó y. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå
÷èñëà ìàòðèö Qi èìåþò ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, òî ìíîæåñòâî
íà÷àëüíûõ óñëîâèé Ω, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ êîëåáàíèÿìè ïî
âûõîäó y ïðè t→ ∞, èìååò âèä Ω = {x : x = x∗

i }.
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Ôóíêöèè êëàññà K∞

Îïðåäåëåíèå

Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ σ : R+ → R+ ïðèíàäëåæèò êëàññó K, åñëè îíà
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ è σ(0) = 0.

Îïðåäåëåíèå

Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ σ : R+ → R+ ïðèíàäëåæèò êëàññó K∞, åñëè îíà
ïðèíàäëåæèò êëàññó K è ðàäèàëüíî íåîãðàíè÷åíà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ä.Â. Åôèìîâûì è À.Ë. Ôðàäêîâûì8.

8Åôèìîâ Ä.Â., Ôðàäêîâ À.Ë. Óñëîâèÿ êîëåáàòåëüíîñòè ïî ßêóáîâè÷ó äëÿ íåëèíåéíûõ
ñèñòåì // Âåñòí. ÑÏáÃÓ, 2006, � 4, Ñ. 28�40.
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîëåáàòåëüíîñòè ñèñòåìû (ïðîä.)

Òåîðåìà

Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâå íåïðåðûâíûå è ëîêàëüíî ëèïøèöåâû ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà V1 : Rn → R+, V2 : Rn → R+, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì
v1(|x|) ≤ V1(x) ≤ v2(|x|), v3(|x|) ≤ V2(x) ≤ v4(|x|), äëÿ âñåõ x ∈ Rn,
v1, v2, v3, v4 ∈ K∞, à èõ ïðîèçâîäíûå â ñèëó ñèñòåìû (6) óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâàì V̇1(x) = ∂V1/∂x · f(x) > 0 äëÿ 0 < |x| < X1, x /∈ Ξ,
V̇2(x) = ∂V2/∂x · f(x) < 0 äëÿ |x| > X2, x /∈ Ξ, ãäå
0 < X1 < v−1

1 ◦ v2 ◦ v−1
3 ◦ v4(X2) < +∞ è Ξ ⊂ Rn � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî

íóëåâîé ìåðû, íå ñîäåðæàùåå öåëûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Åñëè, ê òîìó æå,
ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâî ïóñòî
{x : v−1

2 ◦ v1(X1) < |x| < v−1
3 ◦ v4(X2)} ∩ Ξ = ∅, òî ñèñòåìà (6) ÿâëÿåòñÿ

êîëåáàòåëüíîé, ïðè ýòîì äëÿ åå ðåøåíèÿ x(t) âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè

|x(t)| > v−1
2 ◦ v1(X1), |x(t)| < v−1

3 ◦ v4(X2).
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Îïðåäåëåíèå äåñèíõðîíèçàöèè

Ðàññìîòðèì N îáúåêòîâ (ïðîöåññîâ) ñ ñîñòîÿíèÿìè xi(t) ñî çíà÷åíèÿìè â
Rn. Ââåäåì äëÿ íèõ ñðåäííþþ äèíàìèêó x̄ = 1/N

∑N
i=1 xi è îøèáêè

ñèíõðîíèçàöèè ei = xi − x̄.
Îïðåäåëåíèå

Ñåòü èç N îáúåêòîâ (ïðîöåññîâ) áóäåì íàçûâàòü ÷àñòè÷íî
äåñèíõðîíèçèðîâàííîé, åñëè ñóùåñòâóþò âûõîä ψ = η(ei), ãäå η : Rn → R
� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, è äîñòàòî÷íî áîëüøèå ∆i > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ
íåêîòîðûõ i = 1, . . . , N âûõîä ψ = η(ei) ÿâëÿåòñÿ (α, β)-êîëåáàòåëüíûì è
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà β − α ≥ ∆i, ∀t ≥ 0.
Åñëè íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N , òî ñåòü íàçûâàåòñÿ
ïîëíîñòüþ äåñèíõðîíèçèðîâàííîé.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ÷àñòîòíîé äåñèíõðîíèçàöèè äàíî â ðàáîòå 9.
9Franci A., Panteley E., Chaillet A., Lamnabhi-Lagarrigue F. Desynchronization of coupled

phase oscillators, with application to the Kuramoto system under mean-�eld feedback // 50th

IEEE Conf. on Decis. Cont. & Europ. Cont. Conf., 2011, P. 6748�6753.
Ïëîòíèêîâ Ñ.À. (ÈÏÌàø ÐÀÍ) Ñèíõðîíèçàöèÿ è äåñèíõðîíèçàöèÿ â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñåòÿõ 30 / 40



Íåëèíåéíàÿ ñåòü ñ äèôôóçèîííûìè ñâÿçÿìè

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñåòü èç N íåëèíåéíûõ ñèñòåì â íîðìàëüíîé
ôîðìå:

ẏi(t) = fy(yi(t), zi(t))− ui(t),

żi(t) = f z(yi(t), zi(t)),
(7)

ãäå yi, ui ∈ Rm � âûõîä è âõîä i-é ñèñòåìû,ñîîòâåòñòâåííî, à zi ∈ Rn−m �
åå íîëü-äèíàìèêà. Âåêòîð-ôóíêöèè fy : Rm × Rn−m → Rm,
f z : Rm × Rn−m → Rn−m ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûìè.
Ïóñòü ñâÿçè ìåæäó ñèñòåìàìè áóäóò ëèíåéíûìè äèôôóçèîííûìè:

ui(t) =
N∑
j=1

aij[yj(t)− yi(t)], (8)

Ââåäåì âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ xi = col(yi, zi) êàæäîé ñèñòåìû (7).

Ïëîòíèêîâ Ñ.À. (ÈÏÌàø ÐÀÍ) Ñèíõðîíèçàöèÿ è äåñèíõðîíèçàöèÿ â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñåòÿõ 31 / 40



Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äåñèíõðîíèçàöèè íåëèíåéíîé ñåòè 10

Òåîðåìà

Ïóñòü âñå ðåøåíèÿ ñåòè (7), (8) îãðàíè÷åíû, à ãðàô ñåòè ÿâëÿåòñÿ
íåîðèåíòèðîâàííûì. Ïóñòü âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ x∗

j íåñâÿçàííîé
ñèñòåìû (7) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâûìè, à âñå ìàòðèöû
ëèíåàðèçîâàííîé ñåòè (7), (8) âîêðóã êàæäîãî èç ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ
col(x∗

j , . . . ,x
∗
j)N , èìåþò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñ ïîëîæèòåëüíîé

âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ è íå èìåþò ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Òîãäà
ñåòü (7), (8) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî äåñèíõðîíèçèðîâàííîé ïðè íåêîòîðîì
∆ > 0. Åñëè (N − 1)n ñîáñòâåííûõ ÷èñëåë ìàòðèö ëèíåàðèçîâàííîé ñåòè
èìåþò ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, òî ñåòü (7), (8) áóäåò
ïîëíîñòüþ äåñèíõðîíèçèðîâàíà ïðè íåêîòîðîì ∆ > 0, åñëè íà÷àëüíûå
äàííûå íå ëåæàò â ìíîæåñòâå Ω = {x : x = x∗

j}.
10Plotnikov S.A., Fradkov A.L. Desynchronization in oscillatory networks based on

Yakubovich oscillatority // IFAC PapersOnLine, 2020, Vol. 53, No. 2, P. 1037-1042.
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Ñåòü èç îøèáîê ñèíõðîíèçàöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô ñåòè ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì, è ââåäåì
ñðåäíþþ äèíàìèêó:

˙̄y(t) =
1

N

N∑
i=1

fy(yi(t), zi(t)),

˙̄z(t) =
1

N

N∑
i=1

f z(yi(t), zi(t)),

(9)

òîãäà ñèñòåìà èç îøèáîê ñèíõðîíèçàöèè áóäåò ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

ėyi = fy(yi, zi)−
1

N

N∑
i=1

fy(yi, zi)−
N∑
j=1

aij[eyi(t)− eyj(t)],

ėzi = f z(yi, zi)−
1

N

N∑
i=1

f z(yi, zi),

(10)

ãäå eyi = yi − ȳ, ezi = zi − z̄, ei = col(yi, zi), e = col(e1, . . . , eN).
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Òåîðåìà

Ïóñòü ãðàô ñåòè (7), (8) ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì è ñâÿçíûì, à åå
ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè äëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïóñòü
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ è ëîêàëüíî ëèïøåöåâà ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà
V : RNn → R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì v1(|e|) ≤ V (e) ≤ v2(|e|)
äëÿ âñåõ e ∈ RNn, v1, v2 ∈ K∞, à åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû èç îøèáîê
ñèíõðîíèçàöèè (10) ïîëîæèòåëüíà V̇ (e) > 0 äëÿ 0 < |e| < E, e /∈ Ξ, ãäå
E > 0 è Ξ ⊂ Rn � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû, íå ñîäåðæàùåå öåëûõ
òðàåêòîðèé ñèñòåìû. Åñëè, ê òîìó æå, ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñëåäóþùèõ
ìíîæåñòâî ïóñòî {e : v−1

2 ◦ v1(E) < |e|} ∩ Ξ = ∅, òî ñåòü (7), (8) ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîñòüþ äåñèíõðîíèçèðîâàííîé ïðè ∆ = v−1

2 ◦ v1(E).
11Ïëîòíèêîâ Ñ.À. Äåñèíõðîíèçàöèÿ â ñåòÿõ èç íåëèíåéíûõ ñèñòåì // XIV

Âñåðîññèéñêîå ñîâåùàíèå ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ, Ðîññèÿ, Ìîñêâà, ÈÏÓ ÐÀÍ, 17-20
èþíÿ 2024 ã. (ïîäàíà).
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Ñåòü èç ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñåòü èç N äèôôóçèîííî-ñâÿçàííûõ ñèñòåì
ÔèòöÕüþ-Íàãóìî:

εu̇i = ui −
u3i
3

− vi −
N∑
j=1

aij(uj − ui),

v̇i = ui + c,

(11)

ãäå A = (aij), i, j = 1, . . . , N � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà, îïèñûâàþùåãî
òîïîëîãèþ ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ
íåîðèåíòèðîâàííûì.
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Òåîðåìà

Ñåòü èç ñâÿçàííûõ âîçáóäèìûõ (|c| > 1) ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (11) c
íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì ñâÿçåé ÷àñòè÷íî äåñèíõðîíèçèðîâàíà ïðè
íåêîòîðîì ∆ > 0, åñëè λN > c2 − 1. À åñëè, ê òîìó æå λ2 > c2 − 1, òî ñåòü
èç ñâÿçàííûõ âîçáóäèìûõ ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (11) ïîëíîñòüþ
äåñèíõðîíèçèðîâàíà ïðè íåêîòîðîì ∆ > 0. Çäåñü λ2, λN � ñîáñòâåííûå
÷èñëà ìàòðèöû Ëàïëàñà.

12Ïëîòíèêîâ Ñ.À. Äåñèíõðîíèçàöèÿ è êîëåáàòåëüíîñòü â âîçáóäèìûõ ñåòÿõ
ÔèòöÕüþ-Íàãóìî // Ìåõàòðîíèêà, àâòîìàòèçàöèÿ, óïðàâëåíèå, 2023, Òîì 24, � 6,
Ñ. 292-299.

Ïëîòíèêîâ Ñ.À. (ÈÏÌàø ÐÀÍ) Ñèíõðîíèçàöèÿ è äåñèíõðîíèçàöèÿ â íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñåòÿõ 36 / 40



Ìîäåëèðîâàíèå

Ðèñ. 3: ×àñòè÷íàÿ äåñèíõðîíèçàöèÿ â îäíîðîäíîé ñåòè èç 100 ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (11), äèíàìèêà òðàíñìåìáðàííûõ
ïîòåíöèàëîâ ui. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: N = 100, ε = 1, c = 1.1. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ui(0), vi(0), i = 1, . . . , N ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [0; 1].
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Ìîäåëèðîâàíèå

Ðèñ. 4: Ïîëíàÿ äåñèíõðîíèçàöèÿ â îäíîðîäíîé ñåòè èç 100 ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî (11), äèíàìèêà òðàíñìåìáðàííûõ
ïîòåíöèàëîâ ui. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: N = 100, ε = 1, c = 1.1. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ui(0), vi(0), i = 1, . . . , N ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [0; 1].
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Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ñèíõðîíèçàöèè â íåëèíåéíûõ
äèôôóçèîííî-ñâÿçàííûõ ñåòÿõ. Ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå êîîðäèíàòíîé
ñèíõðîíèçàöèè, îòìå÷åíû âàæíûå ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè.

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèíõðîíèçàöèè â îäíîðîäíîé ñåòè èç
ñèñòåì Õèíäìàðø-Ðîóç è íåîäíîðîäíîé ñåòè èç ñèñòåì
ÔèòöÕüþ-Íàãóìî.

Ââåäåíî îïðåäåëåíèå êîîðäèíàòíîé äåñèíõðîíèçàöèè. Óñòàíîâëåíà
ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè äåñèíõðîíèçàöèè è êîëåáàòåëüíîñòè ïî
ßêóáîâè÷ó.

Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ÷àñòè÷íîé è ïîëíîé äåñèíõðîíèçàöèè â
íåëèíåéíûõ ñåòÿõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áûëà ðàññìîòðåíà îäíîðîäíàÿ
ñåòü èç ñèñòåì ÔèòöÕüþ-Íàãóìî.
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Áëàãîäàðíîñòè

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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