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Ïëàí äîêëàäà

×òî òàêîå çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ?

1. Çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ñ ó÷åòîì çàòðàò íà ïåðåäà÷ó äàííûõ

2. Çàäà÷è, â êîòîðûõ çàäàíî êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ
âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ.

3. Îí ëàéí ðàñïèñàíèÿ. Äâå îñíîâíûå ìîäåëè îí-ëàéí ðàñïèñàíèé

Ãðèãîðüåâà Íàòàëüÿ Ñåðãååâíà (ÑÏáÃÓ) Çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé 2024 2 / 21



Ââåäåíèå

Çàäà÷è óïîðÿäî÷åíèÿ íîñÿò ñàìûé îáùèé õàðàêòåð. Îíè âîçíèêàþò òàì, ãäå
ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü âûáîðà òîé èëè èíîé î÷åðåäíîñòè âûïîëíåíèÿ
ðàáîò: ïðè ðàñïðåäåëåíèè ðàáîò íà ïðîèçâîäñòâå, ñîñòàâëåíèè ðàñïèñàíèÿ
ïðèçåìëåíèÿ ñàìîëåòîâ, ñîñòàâëåíèè ðàñïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîåçäîâ,
îáñëóæèâàíèè êëèåíòîâ â îáñëóæèâàþùèõ ñèñòåìàõ, óïðàâëåíèÿ ïðîåêòàìè,
óïðàâëåíèè ïåðñîíàëîì è ò.ä. Ðåçóëüòàòû ÒÐ ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ñîçäàíèè
àïïàðàòíî-ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ ïàðàëëåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ è ïðè
óñîâåðøåíñòâîâàíèè ìèêðîàðõèòåêòóðû ïðîöåññîðîâ.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå çíà÷èò íàéòè äëÿ êàæäîé ðàáîòû
(îïåðàöèè) i âðåìÿ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû (îïåðàöèè) τi è óêàçàòü
ïðîöåññîð, íà êîòîðîì îíà äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ.

Åñëè äîïóñòèìû ïðåðûâàíèÿ, òî íåîáõîäèìî çàäàòü âðåìÿ íà÷àëà êàæäîãî
èíòåðâàëà âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ, ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ èíòåðâàëîâ, â
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ çàäàíèå i , äîëæíà áûòü ðàâíà ti .

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîöåññîð ìîæåò âûïîëíÿòü òîëüêî îäíî çàäàíèå.

Ðàñïèñàíèå íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ âñå íàëîæåííûå
îãðàíè÷åíèÿ.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ ó÷åòîì çàòðàò íà ïåðåäà÷ó äàííûõ

Ëþáàÿ ïîäîáíàÿ ïðîãðàììà â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô (DAG), äóãè è âåðøèíû êîòîðîãî
èìåþò îïðåäåëåííûé âåñ. Êàæäàÿ âåðøèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäàíèå, à åå
âåñ � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äàííîãî çàäàíèÿ.
Êàæäàÿ äóãà îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó äâóìÿ
çàäàíèÿìè, à åå âåñ � âðåìåííóþ çàòðàòó íà ïåðåäà÷ó äàííûõ ìåæäó
ïðîöåññîðàìè, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýòè çàäàíèÿ.
Â ñëó÷àå, åñëè çàäàíèÿ ðàçìåùàþòñÿ íà îäèí è òîò æå ïðîöåññîð, òî
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ ïåðåäà÷è äàííûõ ìåæäó íèìè ðàâíî íóëþ.
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Îáîçíà÷åíèÿ

Ãðàô G (V ,E ,C ,T ), ãäå

V - ìíîæåñòâî çàäàíèé (âåðøèíû ãðàôà)

E - ìíîæåñòâî äóã, îïðåäåëÿþùèå çàâèñèìîñòü ìåæäó çàäàíèÿìè

C - çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó äàííûõ (ñòîèìîñòè äóã)

T - âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé (çíà÷åíèÿ óêàæåì â âåðøèíàõ ãðàôà)
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Ïðèìåð

Ïóñòü èìååòñÿ 3 ïðîöåññîðà è 7 ðàáîò.
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Ðàñèìñàíèå, ïîñòðîåííîê àëãîðèòìîì MCP

Âòîðîå ðàñïèñàíèå ãåíåðèðóåòñÿ, åñëè ðàñðåøåíî äóáëèðîâàíèå çàäàíèé, ìû
âèäèì. ÷òî äóáëèðîâàíèå çàäàíèÿ à ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèåþ îáùåãî
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ.
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Çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ñ ó÷åòîì çàòðàò íà

ïåðåäà÷ó äàííûõ

Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû íà
ìóëüòèïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåíèå ïðîãðàììû íà
ïîäçàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàçíà÷åíû íà ðàçëè÷íûå ïðîöåññîðû
ñèñòåìû äëÿ ïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ.

Åñëè òàêîå ðàçäåëåíèå èìååò âûñîêóþ ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà, òî òðåáóþòñÿ
áîëåå çíà÷èòåëüíûå çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó äàííûõ ìåæäó ïðîöåññîðàìè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó äàííûõ îãðàíè÷èòü, òî
âîçìîæíîñòü â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ðàñïàðàëëåëèòü ïðîãðàììó áóäåò
ïîòåðÿíà.

Òàêèì îáðàçîì îñíîâíîé öåëüþ âñåõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåíèå
ïðîãðàììû íà ïîäçàäà÷è òàêîãî ðàçìåðà è êîëè÷åñòâà, ÷òîáû äîñòè÷ü
êîìïðîìèññà ìåæäó èçäåðæêàìè íà ïåðåäà÷ó äàííûõ è ñòåïåíüþ
ïàðàëëåëèçìà è ïðè ýòîì äîáèòüñÿ ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè çàâåðøåíèÿ
âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû.
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Êëàññèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ

Ñïèñî÷íûå àëãîðèòìû - àëãîðèòìû, îïðåäåëÿþùèå êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê
ðåøåíèþ çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé � îíè ïðèïèñûâàþò ïðèîðèòåòû
çàäàíèÿì è çàòåì ñòàâÿò çàäàíèÿ íà ïðîöåññîðû íà âûïîëíåíèå ñîãëàñíî
ñïèñêó ïðèîðèòåòîâ.
Àëãîðèòìû äåêîìïîçèöèè ãðàôà - àëãîðèòìû, áàçèðóþùèåñÿ íà
ðàçáèåíèè ãðàôîâ.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ëþáàÿ ïîäîáíàÿ ïðîãðàììà â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô (DAG), äóãè è âåðøèíû êîòîðîãî
èìåþò îïðåäåëåííûé âåñ. Êàæäàÿ âåðøèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäàíèå, à åå
âåñ � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ äàííîãî çàäàíèÿ.
Êàæäàÿ äóãà îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåæäó äâóìÿ
çàäàíèÿìè, à åå âåñ � âðåìåííóþ çàòðàòó íà ïåðåäà÷ó äàííûõ ìåæäó
ïðîöåññîðàìè, íà êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýòè çàäàíèÿ.
Â ñëó÷àå, åñëè çàäàíèÿ ðàçìåùàþòñÿ íà îäèí è òîò æå ïðîöåññîð, òî
ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ ïåðåäà÷è äàííûõ ìåæäó íèìè ðàâíî íóëþ.
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Êðèòè÷åñêèå àëãîðèòìû

Àëãîðèòìû ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû íà ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå:
Ñòàòè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ àëãîðèòìû,âíóòðè êîòîðûõ ïðèîðèòåòû
ïðèñâàèâàþòñÿ çàäàíèÿì äî íà÷àëà ïðîöåññà ïîñòàíîâêè çàäàíèé íà
ïðîöåññîðû.
Äèíàìè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ àëãîðèòìû, âíóòðè êîòîðûõ ïðèîðèòåòû
çàäàíèé îïðåäåëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêè âî âðåìÿ ïðîöåññà ïîñòàíîâêè íà
ïðîöåññîðû. Ïðèîðèòåòû çàäàíèé ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïîñëå òîãî, êàê
êàêîå-ëèáî çàäàíèå ñòàâèòñÿ íà ïðîöåññîð, ÷òîáû çàõâàòèòü èçìåíåíèÿ â
îòíîñèòåëüíîé âàæíîñòè çàäàíèé.
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Àëãîðèòìû

Àëãîðèòì îáíóëåíèÿ äóã
Àëãîðèòì "ðàííèé-ïåðâûé" ETF
Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì êðèòè÷åñêîãî ïóòè MCP
Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî êðèòè÷åñêîãî ïóòè (DCP)
Àëãîðèòì âñòàâêè (Insertion Scheduling Heuristic) ISH
Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêèõ óðîâíåé (Dynamic Level Scheduling) DLS
Àëãîðèòì äîìèíè ðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè DSC
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Êîýôôèöèåíò çåðíèñòîñòè ãðàôà çàäàíèé

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò çåðíèñòîñòè ãðàôà çàäàíèé, ó÷èòûâàÿ çàòðàòû íà
ïåðåäà÷ó äàííûõ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Granularity =
1

N − S

(
N−S∑
i=1

wi

max [weij ]

)

ãäå N � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå, S � êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ âåðøèí â
ãðàôå, wi � âåñ i-îé âåðøèíû â ãðàôå, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì,
max [weij ] � ìàêñèìàëüíûé âåñ äóãè, èäóùåé èç âåðøèíû i â êàêóþ ëèáî
âåðøèíó j .
Êîýôôèöèåíò çåðíèñòîñòè ðàâíûé 1 ïîêàçûâàåò óðàâíîâåøåííîñòü ìåæäó
çàòðàòàìè íà ïåðåäà÷ó äàííûõ è âðåìåíàìè âûïîëíåíèÿ çàäàíèé. Åñëè
êîýôôèöèåíò ìåíüøå 1, òî áîëåå ýôôåêòèâíûå ðàñïèñàíèÿ ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû, åñëè îáúåäèíÿòü çàäàíèÿ â áîëåå êðóïíûå êëàñòåðû, ÷òîáû áûëî
çàäåéñòâîâàíî ìåíüøå ïðîöåññîðîâ è òåì ñàìûì ìåíüøå âðåìåíè òðàòèëîñü
áû íà ïåðåäà÷ó äàííûõ. Êîãäà êîýôôèöèåíò çåðíèñòîñòè âåëèê, òî íóæíî
óâåëè÷èâàòü ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà ïðîãðàììû.
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Ñâîäíàÿ òàáëèöà

Áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ áîëüøèì êîëè÷åñòîâ
òåñòîâ, êîòîðûå èëëþñòðèðóþò ñëàáîñòü êðèòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.
Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ , ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ ñâîäíóþ òàáëèöó:

Òàáëèöà 6.

ISH DCP DSC MCP DLS ETF

G<0.08 46.6 49.7 64.2 52.7 51.6 96.0

0.08<G<0.2 23.8 16.9 33.3 25.9 32.5 88.6

0.2<G<0.8 1.9 1.2 1.0 1.6 3.0 51.9

0.8<G<2.0 0.4 0.2 0.0 0.6 1.1 15.2

2.0<G 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.3

Òàáëèöà 6 ïîêàçûâàåò äîëþ ãðàôîâ êàæäîãî èç ïÿòè âûøåîïðåäåëåííûõ êëàññîâ,

äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåíò óñêîðåíèÿ ïðåâûøàåò 1, ò.å. ëó÷øå âñå çàäàíèÿ

ïîñòàâèòü íà îäèí ïðîöåññîï, ÷åì èñïîëüçîâàòü ðàñïèñàíèå, ñãåíåðèðîâàííîå

àëãîðèòìîì. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ãðàôîâ ñ íåáîëüøèì êîýôôèöèåíòîì

çåðíèñòîñòè "êðèòè÷åñêèå" àëãîðèòìû ïîêàçûâàþò äîâîëüíî ïëîõèå ðåçóëüòàòû.
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Çàäà÷à, â êîòîðîé ó çàäàíèÿ åñòü øèðèíà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ: ïóñòü
çàäàíû

m îäèíàêîâûõ ïðîöåññîðîâ,

n íåçàâèñèìûõ çàäà÷ (j = 1, . . . , n),

äëÿ êàæäîé çàäà÷è j îïðåäåëåíî å¼ âðåìÿ âûïîëíåíèÿ pj ∈ N (äëèíà
çàäà÷è),

êðîìå òîãî, êàæäàÿ çàäà÷à äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ ðîâíî íà mj 6 m
ïðîöåññîðàõ (øèðèíà çàäà÷è),

íàêîíåö, äëÿ êàæäîé çàäà÷è çàäàíî å¼ âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ rj ∈ {0} ∪ N.
Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ äëèíà ðàñïèñàíèÿ Cmax . Ïðè
ýòîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê çàäà÷è ñ ïðåðûâàíèÿìè 〈P|pj , rj ,mj , pmtn|Cmax〉,
òàê è áåç: 〈P|pj , rj ,mj |Cmax〉.
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Æàäíûé àëãîðèòì

Äëÿ çàäà÷è 〈P|pj , rj ,mj |Cmax〉 ñïèñî÷íûé àëãîðèòì ðàáîòàåò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: â êàæäîé êîíòðîëüíîé òî÷êå (ïîñòóïëåíèå íîâîé çàäà÷è èëè
çàâåðøåíèå àêòèâíîé) âñå ãîòîâûå çàäà÷è ñîðòèðóþòñÿ ïî íåâîçðàñòàíèþ â
ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûìè ïðèîðèòåòàìè è ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî ñâîáîäíûì
ïðîöåññîðàì �æàäíûì îáðàçîì� (åñëè çàäà÷à ñëèøêîì øèðîêà è íå
ïîìåùàåòñÿ íà ñîâáîäíûå ïðîöåññîðû, îíà ïðîïóñêàåòñÿ). mj -ñïèñî÷íûì
àëãîðèòìîì íàçûâàåòñÿ ñïèñî÷íûé àëãîðèòì, â êîòîðîì ïðèîðèòåòû
âûáèðàþòñÿ ðàâíûìè øèðèíå çàäà÷è mj . Òåì ñàìûì â êàæäîé êîíòðîëüíîé
òî÷êå äîñëóïíûå çàäà÷è ñîðòèðóþòñÿ ïî íåâîçðàñòàíèþ mj .
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Ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè òî÷íîñòè

Äëÿ çàäà÷è 〈P|pj , rj ,mj , pmtn|Cmax〉, mj -ñïèñî÷íûé àëãîðèòì ñ ïðåðûâàíèÿìè
ãåíåðèðóåò ðàñïèñàíèå ñ Cmax íå áîëåå ÷åì â 2− 1

m ðàç õóæå îïòèìëüíîãî.
Äëÿ çàäà÷ 〈P|pj , rj ,mj |Cmax〉 è 〈P|pj , rj ,mj , pmtn|Cmax〉, ñïèñî÷íûé àëãîðèòì
áåç ïðåðûâàíèé ñ ëþáûìè ïðèîðèòåòàìè ãåíåðèðóåò ðàñïèñàíèå ñ Cmax íå
áîëåå ÷åì â 2 ðàçà õóæå îïòèìëüíîãî.
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Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû

Äëÿ çàäà÷ 〈P|pj , rj ,mj |Cmax〉 è 〈P|pj , rj ,mj , pmtn|Cmax〉, ñïèñî÷íûé àëãîðèòì
áåç ïðåðûâàíèé ñ ëþáûìè ïðèîðèòåòàìè ãåíåðèðóåò ðàñïèñàíèå ñ Cmax íå
áîëåå ÷åì â 2 ðàçà õóæå îïòèìëüíîãî.
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ 〈P|pj , rj ,mj |Cmax〉 íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà
äëèííåå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ äëÿ 〈P|pj , rj ,mj , pmtn|Cmax〉.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî âðåìåíè

çàâåðøåíèÿ

Çàäà÷à îí-ëàéí ðàñïèñàíèÿ - ýòî çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ, äëÿ êîòîðîé
çàðàíåå íå èçâåñòíî âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ çàäà÷è. Â ýòîì äîêëàäå áóäóò
ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

I çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî âðåìåíè çàâåðøåíèÿ íà èäåíòè÷íûõ
ïàðàëëåëüíûõ ìàøèíàõ;

I ìîäåëè ñ ïðåðûâàíèé è áåç ïðåðûâàíèé;

I çàäà÷à ìèíèìèçàöèè îáùåãî âðåìåíè çàâåðøåíèÿ.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ çàäàíèé, ïîñòóïàþùèõ â òå÷åíèå
äîëãîãî âðåìåíè íà èäåíòè÷íûå ïàðàëëåëüíûå ìàøèíû. Êàæäàÿ èç m ìàøèí
ìîæå îáðàáàòûâàòü òîëüêî îäíî èç n çàäàíèé îäíîâðåìåííî. Êàæäàÿ çàäà÷à

uj èìååò ïîëîæèòåëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ t(uj) è íåîòðèöàòåëüíûé âåñ
ω(uj).
Îí-ëàéí ðàñïèñàíèåì áóäåò íàçûâàòüñÿ òàêîå ðàñïèñàíèå, äëÿ êîòîðîãî
õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû, òîëüêî òîãäà, êîãäà çàäà÷à
ïîñòóïèò.
Ñîñòàâèòü òàêîå ðàñïèñàíèå - îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîãî çàäàíèÿ uj âðåìÿ
íà÷àëà çàäàíèÿ è íîìåð ïðîöåññîðà, íà êîòîðîì ýòî çàäàíèå áóäåò âûïîëíåíî.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Åñëè Cj îçíà÷àåò âðåìÿ çàâåðøåíèÿ çàäà÷è uj â äîïóñòèìîì ðàñïèñàíèè, òî
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè -

n∑
i=1

ω(uj)Cj

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèè ñ ïðåðûâàíèåì è áåç ïðåðûâàíèÿ. Â ñëó÷àå
ìîäåëè ñ ïðåðûâàíèÿìè, îáðàáîòêà çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðèîñòàíîâëåíà è
âîçîáíîâëåíà ïîçæå íà ëþáîé ìàøèíå áåç çàòðàò.
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Ðàñïèñàíèå äëÿ m èäåíòè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ

ïðîöåññîðîâ

Çàäà÷à îô-ëàéí ðàñïèñàíèÿ ñ îäèíàêîâûìè âðåìåíàìè ïîñòóïëåíèÿ
îïòèìàëüíî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà êðàò÷àéøåãî âðåìåíè îáðàáîòêè
Ñìèòà (WSPT), êîòîðîå ðàñïîëàãàåò çàäà÷è â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå
îòíîøåíèÿ âåñà ê âðåìåíè âûïîëíåíèÿ.
Äëÿ óäîáñòâà, äîïóñòèì, ÷òî çàäà÷è ïðîèíäåêñèðîâàíû â òàêîì ñëåäóþùåì

ïîðÿäêå: ω(u1)
t(u1)

≥ · · · ≥ ω(un)
t(un)

.

Êà÷åñòâî îí-ëàéí ðàñïèñàíèÿ îáû÷íî îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì.
Ïóñòü s - ðàñïèñàíèå, fA - çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ àëãîðèòìà A ,fopt
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ îïòèìàëüíîãî o� ëàéí ðàñïèñàíèÿ, òîãäà åñëè

fA
fopt

≤ z

áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì èìååò ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó òî÷íîñòè
ðàâíóþ z è íàçûâàòü àëãîðèòì z-êîíêóðåíòîñïîñîáíûì.
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Ðàñïèñàíèå äëÿ m èäåíòè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ

ïðîöåññîðîâ

Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåðûâàòü àêòèâíóþ çàäà÷ó ñ ìåíüøèì
ïðèîðèòåòîì, êàê òîëüêî íîâàÿ, áîëåå ïðèîðèòåòíàÿ çàäà÷à ïîÿâëÿåòñÿ, è íåò
ñâîáîäíîãî ïðîöåññîðà â ýòîò ìîìåíò.
Â ñëó÷àå áåç ïðåðûâàíèÿ, íà îñâîáîäèâøèéñÿ ïðîöåññîð íàçíà÷àåòñÿ
íàèáîëåå ïðèîðèòåòíàÿ çàäà÷à èç äîñòóïíûõ.
Â ýòîì ñëó÷àå íåóäà÷íûì íàçíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâêà íà ïðîöåññîð
äëèííîé çàäà÷è ñ íèçþ êèì ïðèîðèòåòîì, à çàäà÷à ñ âûñøèì ïðèîðèòåòîì
âûïîëíÿåòñÿ, ïîñëå íà÷àëà äëèííîé ìåíåå ïðèîðèòåòíîé çàäà÷è.
Ïðåäëàãàåòñÿ èçìåíèòü âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ êàæäîé ðàáîòû, òàê, ÷òîáû âðåìÿ
ïîñòóïëåíèÿ çàäà÷è áûëî ñîãëàñîâàíî ñ âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ çàäà÷è.
Íèæå ìû ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ è ïîêàæåì, ÷òî
ëó÷øèé ðåçóëüòàò äîñòèãàåòñÿ ïðè z = 3.28.
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Ðàñïèñàíèå äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí ñ ïðåðûâàíèåì

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå WSPT ïðàâèëà äëÿ m èäåíòè÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ
ïðîöåññîðîâ. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîöåññîðû âûïîëíÿþò m ðàáîò ñ
âûñøèìè ïðèîðèòåòàìè èç äîñòóïíûõ. Ìû ìîæåì ïðåðûâàòü âûïîëíåíèå
àêòèâíîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàáîòû, åñëè íåîáõîäèìî.
Àëãîðèòì P-WSPT

Àëãîðèòì ðàáîòàåò â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè, ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ ëèáî
â ìîìåíò îñâîáîæäåíèÿ êàêîãî-ëèáî ïðîöåññîðà, ëèáî â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ
íîâîãî çàäàíèÿ.
Ðåøåíèå î òîì êàêóþ ðàáîòó çàïóñòèòü â êàæäûé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t
çàâèñèò òîëüêî îò ïðèîðèòåòîâ äîñòóïíûõ ðàáîò.
Òåîðåìà 1. Äëÿ àëãîðèòìà P-WSPT âåðíî

fA
fopt

≤ 2
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Ðàñïèñàíèå äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí ñ ïðåðûâàíèåì

Ýòàïû àëãîðèòìà:

I Îïðåäåëèì íàáîð íîâûõ çàäàíèé.

I Íàéäåì çàäàíèå ñ ìàêñèìàëüíûì ïðèîðèòåòîì. (uo)
t(u0)

= max (ui)
t(ui)

, ui ∈ N

Åñëè ãîòîâûõ çàäàíèé íåò, òî ïðîñòîé ïðîöåññîðîâ äî ïîñòóïëåíèÿ íîâûõ
çàäàíèé.

I Íàçíà÷åíèå íàèáîëåå ïðèîðèòåòíîãî çàäàíèÿ íà ñâîáîäíûé ïðîöåññîð.

I Åñëè âñå ïðîöåññîðîâ çàíÿòû, òî íàéäåì íàèìåíåå ïðèîðèòåòíîå çàäàíèå,
èç òåõ, ÷òî ñòîÿò íà ïðîöåññîðàõ, ïðåðâåì åãî è ïîñòàâèì çàäàíèå u0

I Åñëè âíîâü ïîñòóïèâøåå çàäàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïðèîðèòåòíûì, îæèäàíèå
îñâîáîæäåíèÿ êàêîãî-ëèáî ïðîöåññîðà.

I Åñëè âñå ïîñòóïèâøèå çàäà÷è âûïîëíåíû - âåðíóòüñÿ ê øàãó 1.

I Âûõîä èç öèêëà, êàê òîëüêî âñå çàäàíèÿ áóäóò âûïîëíåíû.
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Ðàñïèñàíèå äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí ñ ïðåðûâàíèåì

Ñåìåéñòâî ïðèìåðîâ ïîêàçûâàåò ÷òî ðåçóëüòàò Òåîðåìû 1 íå ìîæåò áûòü
óëó÷øåí.
Ëåììà 1. Çíà÷åíèå êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè àëãîðèòìà Ð-WSPT íå ëó÷øå,
÷åì 2 äëÿ ïðîáëåì ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà ìàøèí.
Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà êîíêóðåíòíîñðîñîáíîñòè P-WSPT
ðàñïèñàíèÿ ñòðåìèòüñÿ ê 2, êîãäà n ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Ðàñïèñàíèå äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí ñ ïðåðûâàíèåì

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü åñòü n+ 1 çàäàíèå, äëÿ êîòîðûõ
w(uj) = 1; t(uj) = n− j/n; r(uj) = jn− j(j + 1)/2n, 0 ≤ j ≤ n. Èìååòñÿ m
êîïèé ýòèõ çàäàíèé.
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Ðàñïèñàíèå äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí áåç ïðåðûâàíèÿ

Êàæäûé àëãîðèòì äëÿ îí-ëàéí çàäà÷å äîëæåí èñïîëüçîâàòü ÷òî-òî âðîäå
æäóùåé ñòðàòåãèè.
Èçìåíèì âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ ðàáîòû j íà r∗(uj) , äëÿ êîòîðîãî âåðíî:

max{r(uj), α(uj)p(uj)} ≤ r∗(uj) ≤ r(uj) + α(uj)p(uj),

äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ (0, 1] . Âñÿêèé ðàç, êîãäà ìàøèíà îñâîáîæäàåòñÿ, âûáèðàåì
ñðåäè äîñòóïíûõ çàäà÷ çàäà÷ó j ñ íàèâûñøèì ïðèîðèòåòîì è çàïóñêàåì å¼ íà
íåçàíÿòîé ìàøèíå.
Àëãîðèòì "Èñïðàâëåííûé"WSPT:

I Ðàñ÷¼ò âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöû äëÿ r∗(uj).
I Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ r∗(uj) èç ïîëó÷åííîãî èíòåðâàëà
I Ñîðòèðîâêà çàäàíèé ïî âðåìåíàì ïîñòóïëåíèÿ r∗(uj).
I Ïîèñê íîâûõ çàäàíèé
I Ðàññ÷èòàåì ïðèîðèòåò âíîâü ïîñòóïèâøèõ çàäàíèé, åñëè çàäàíèé íåò, òî

ïðîñòîé ïðîöåññîðîâ äî ïîñòóïëåíèÿ íîâûõ çàäàíèé, ò.å. âîçâðàò ê øàãó 4.
I Íàçíà÷åíèå íàèáîëåå ïðèîðèòåòíîãî çàäàíèÿ íà ñâîáîäíûé ïðîöåññîð.

Åñëè âñå ïðîöåññîðîâ çàíÿòû, îæèäàíèå îñâîáîæäåíèÿ êàêîãî-ëèáî
ïðîöåññîðà.

I Åñëè âñå ïîñòóïèâøèå çàäà÷è âûïîëíåíû, òî âîçâðàò ê øàãó 4.
I Âûõîä èç öèêëà, êàê òîëüêî âñå çàäàíèé áóäóò âûïîëíåíû.
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Ðàñïèñàíèå äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí áåç ïðåðûâàíèÿ

Èäåÿ èñïðàâëåííîãî âðåìåíè ïîñòóïëåíèÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
ëþáîé çàäà÷è íå ñëèøêîì âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì å¼ ïîñòóïëåíèÿ.
Ïðîàíàëèçèðóåì âûïîëíåíèå "èñïðàâëåííîãî"WSPT àëãîðèòìà.
Òåîðåìà 2. "èñïðàâëåííûé"Àëãîðèòì WSPT ïðèíèìàåò êîíêóðèðóþùåå
îãðàíè÷åíèå ìåíåå, ÷åì 2 +max{ 1α , α+ m−1

2m }, äëÿ çàäà÷è 1.
Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ìèíèìóì max{α, α+ (m− 1)/(2m)}
äîñòèãàåòñÿ â α = (1−m+ sqrt(16m2 + (m− l)2))/(4m) ïîëîæèì αm := α. Â
÷àñòíîñòè, α1 = 1 .
Ñëåäñòâèå 1. "Èñïðàâëåííûé"àëãîðèòì WSPT α = αm ÿâëÿåòñÿ
(2 + 1

αm
)-êîíêóðåíòîñïîñîáíûì. Çíà÷åíèå ýòîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè îò m

èìååò ïðåäåë 9+
√
17

4 ≈ 3.28 ïðè m 7→ ∞. Äëÿ îäíîìàøèííîãî ñëó÷àÿ àëãîðèòì
ÿâëÿåòñÿ 3- êîíêóðåíòíîñïîñîáíûì..

Ãðèãîðüåâà Íàòàëüÿ ÑåðãååâíàÇàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ îí-ëàéí ðàñïèñàíèÿ 12/19



Ðàñïèñàíèå äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ìàøèí áåç ïðåðûâàíèÿ

Ëåììà 3. "Èñïðàâëåíûé"àëãîðèòì WSPT íå ìîæåò äîñòèãàòü ëó÷øèõ êîíêó-

ðåíòíûõ îòíîøåíèé, ÷åì max{ 1α , α+ m−1
2m } ≤ 2 +

√
5−1
2 , ïðè α ∈ (0, 1] äëÿ

ëþáîãî êîëè÷åñòâà ìàøèí.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìèíèìèçàöèè îáùåãî âðåìåíè

çàâåðøåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ íà m ïàðàëëåëüíûõ
èäåíòè÷íûõ ïðîöåññîðàõ, ãäå çàäà÷è ïîñòóïàþò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Çàäà÷è
íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, èõ êîëè÷åñòâî è íåîáõîäèìîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
çàðàíåå íåèçâåñòíî.
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì çàâåðøåíèÿ âñåõ
çàäà÷.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì LPT (longest processing
time).
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LPT-àëãîðèòì.

Àëãîðèòì LPT îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Êàæäûé ðàç, êîãäà îñâîáîæäàåòñÿ îäèí èç ïðîöåññîðîâ, íà íåãî ñòàâèòñÿ
äîñòóïíàÿ çàäà÷à ñ íàèáîëüøèì âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ, åñëè äîñòóïíûõ çàäà÷
íåò, îæèäàåòñÿ ñëåäóþùàÿ.

Ïóñòü rj , pj � âðåìÿ ïîñòóïëåíèÿ è âûïîëíåíèÿ çàäà÷è Jj ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ
ðàñïèñàíèÿ σ ïîëîæèì Cmax(σ) � âðåìÿ çàâåðøåíèÿ ðàñïèñàíèÿ, Sj(σ), Cj(σ)
� âðåìÿ íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäà÷è Jj â ðàñïèñàíèè.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà.

LPT-àëãîðèòì èìååò ãàðàíòèþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè 3
2 , ïðè ýòîì ãðàíèöà

æ¼ñòêàÿ.

Ãðèãîðüåâà Íàòàëüÿ ÑåðãååâíàÇàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ îí-ëàéí ðàñïèñàíèÿ 16/19



Îöåíêà ñíèçó.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äàííûé ðåçóëüòàò âïîëíå íåïëîõ
îòíîñèòåëüíî äðóãèõ îíëàéí àëãîðèòìîâ.
Ëþáîé îíëàéí àëãîðèòì èìååò êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè â õóäøåì
ñëó÷àå íå ìåíåå 1 + α ≈ 1.3473, ãäå α åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ α3 − 3α+ 1 = 0
â èíòåðâàëå

[
1
3 ,

1
2

]
.

Äëÿ m = 2, ãðàíèöà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà äî (5−
√
5)/2 ≈ 1.382.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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