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Алгебраическая постановка задачи МНК и методы решения
Постановка задачи

Дано: переопределенная СЛАУ Ax = b, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,
x ∈ Rn, m > n, 0 < rankA 6 n.
Найти: x̂ ∈ Argmin

x
‖b−Ax‖2.

Методы решения

- Решение системы нормальных уравнений A>Ax = A>b (методом
квадратного корня, методом сопряженных градиентов);
- Решение с помощью псевдообратной матрицы: x̂ = A+b

Вычисление (факторизация) псевдообратной матрицы

QR-разложение: A = QR, A+ = R−1Q>, Q ∈ Rm×n – матрица,
составленная из ортонормированных столбцов, R ∈ Rn×n –
верхняя треугольная матрица, rankA = n; алгорим Гревилля;
сингулярное разложение: A = UΣV >, A+ = V Σ+U>, U ∈ Rm×m,
V ∈ Rn×n – ортогональные матрицы, Σ = diag (σ1, . . . , σr, 0, . . . , 0)
∈ Rn×n, σ1 > . . . > σr > 0, rankA = r.

Усеченное сингулярное разложение – распространенный инструмент
регуляризации задач МНК
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Нелинейный МНК, схема Гаусса-Ньютона

Постановка задачи
Дано: переопределенная система нелинейных уравнений
f1(x) = b1, . . . , fm(x) = bm, x ∈ Rn, m > n > 1.

Найти: x̂ ∈ Argmin
x

m∑
i=1

(bi − fi(x))
2

Вычислительная схема

0. Задать x0 ∈ Rn

k = 1, 2, ... Положить xk = xk−1 − J+(xk−1)q, где
J(xk−1) =

(
∂fi(x

k−1)
/
∂xj
)
∈Rm×n, q =

(
fi(x

k−1)− bi
)
∈ Rm
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Алгоритм Гревилля (Ерохин В.И. Шаговая регрессия и рекуррентный метод наименьших
квадратов // Семинар «O&ML», 9 марта 2023 г.)

1

A1 = a1, A
+
1 = B1 = b1 =

{
a>1 /a

>
1 a1 – если a1 6= 0,

0 ∈ R1×m иначе. (1)

2 k = 2, 3, . . . , n

dk = A+
k−1ak, (2)

ck = ak −Ak−1dk, (3)

Если ck 6= 0 то bk = c>k /c
>
k ck, (4)

Иначе bk =
d>k A

+
k−1

1 + d>k dk
, (5)

Bk−1 = A+
k−1 − dkbk, (6)

A+
k = Bk =

 Bk−1
−−−
bk

 . (7)
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Литература: вычислительная линейная алгебра для МНК
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Литература: нелинейный МНК
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МНМ: постановка задачи и методы решения

Постановка задачи

Дано: переопределенная СЛАУ Ax = b, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,
x ∈ Rn, m > n, 0 < rankA 6 n.
Найти: _

x ∈ Argmin
x

‖b−Ax‖1

Методы решения

- Линейное программирование (ЛП): методы С.И. Зуховицкого,
В.И. Мудрова, Г.Ш. Тамасяна и Г.С. Шульги
- Алгоритм А.Н. Тырсина
- Сильнополиномиальный (?) алгоритм В.В. Миронова
- Вариационно-взвешенный МНК В.И. Мудрова и В.Л. Кушко
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ЛП: Методы С.И. Зуховицкого и В.И. Мудрова
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ЛП: Методы С.И. Зуховицкого и В.И. Мудрова
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Метод Г.Ш. Тамасяна и Г.С. Шульги (Тамасян Г.Ш., Шульга Г.С. К вопросу
минимизации кусочно-аффинной функции // Семинар «O&ML», 8 декабря 2022 г.)

1. Предложено решать двойственную задачу ЛП:

u>a→ min, u>A = 0>n , −1 6 u 6 1, 1, u ∈ Rm

2. Предложено правило для определения индексов
нулевых элементов векторов x∗, y∗ решения прямой
задачи

3. Указан вид СЛАУ, позволяющей по решению
двойственной задачи u∗ определить вектор ξ∗ и
ненулевые элементы векторов x∗, y∗ решения прямой
задачи
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Алгоритмы А.Н. Тырсина и В.В. Миронова
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Вариационно-взвешенный МНК В.И. Мудрова и В.Л. Кушко

Вариант алгоритма (решаем систему Ax = b, A ∈ Rm×n)

Вычислить _
x 0 = A+b.

Для k = 1, 2, . . . положить

r=b−A_
xk−1, g=(gi)∈Rm, gi =

{
|ri|−

1
2 если ri 6= 0,

0 в противном случае,
G=diag(g),

_
xk =

_
xk−1 + τ(GA)

+
Gr. (τ > 1 – настраиваемый параметр)

Если
∥∥∥_
xk − _

xk−1
∥∥∥ < ε положить _

x ∗ =
_
xk,

работу алгоритма закончить.

– Алгоритм легко обобщается на любые векторные нормы, а также на
более сложные (напр., кусочно-непрерывные выпуклые) Функции Потерь
(функции ошибок) – (ФП Хьюбера).

– Алгоритм обобщается на невыпуклые функции потерь – (напр., ФП с
горизонтальной асимптотой: Эндрюса, Мешалкина, Рамсея).

– Алгоритм обобщается на (непараметрический) метод знаков.
– Алгоритм (с учетом вышесказанных замечаний) допускает обобщение на

случай нелинейной (по определяемым параметрам) регрессии.

Теорема. Выбор gi = 0 при ri = 0 не нарушает сходимости алгоритма.
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Вариационно-взвешенный МНК для метода знаков
(матрица A содержит столбец 1 ∈ Rm)

Постановка задачи

Дано: переопределенная СЛАУ Ax = b, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm,
x ∈ Rn, m > n, 0 < rankA 6 n.
Найти: _

x ∈ Argmin
x

∥∥A> sign(b−Ax)
∥∥
2

Вариант алгоритма

Вычислить _
x 0 = A+b.

Для k = 1, 2, . . . положить

r=b−A_
xk−1, g=(gi)∈Rm, gi =

{
|ri|−1 если ri 6= 0,

0 в противном случае,
G=diag(g),

_
xk =

_
xk−1 + τ(GA)

+
Gr. (τ > 1 – настраиваемый параметр)

Если
∥∥∥_
xk − _

xk−1
∥∥∥ < ε положить _

x ∗ =
_
xk,

работу алгоритма закончить.

Теорема. lim
k→+∞

_
x k =

_
x ∗ЗН =

_
x ∗МНМ =

_
x ∗, A> sign(b−A

_
x ∗) = 0.
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Нелинейный МНМ, вариационно-взвешенная схема Гаусса-
Ньютона

Постановка задачи
Дано: переопределенная система нелинейных уравнений
f1(x) = b1, . . . , fm(x) = bm, x ∈ Rn, m > n > 1.

Найти: _
x ∈ Argmin

x

m∑
i=1

|bi − fi(x)|

Вычислительная схема

0. Задать x0 ∈ Rn

k = 1, 2, ... Положить xk = xk−1 − τ(GJ(xk−1))+Gq, где
J(xk−1) =

(
∂fi(x

k−1)
/
∂xj
)
∈Rm×n, q =

(
fi(x

k−1)− bi
)
∈ Rm,

g=(gi)∈Rm, gi =

{
|qi|−

1
2 если qi 6= 0,

0 в противном случае,
G=diag(g),

(0 < τ – настраиваемый параметр)
Если

∥∥xk − xk−1∥∥ < ε положить _
x ∗ = xk,

работу алгоритма закончить.
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Литература: МНМ
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Литература: МНМ vs МНК
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Вычислительный эксперимент: МНМ + метод знаков vs МНК

Описание исходных данных. В качестве исходных данных, на которых
тестировались алгоритмы линейной регресии, был выбран модельный пример 

[Болдин, 1991]. Пусть выполняются измерения величины y , которая подчиняется 

закону    0 1 2 siny t t t       , где 1 3.50  , 2 4.50  , 3 10.00  , 4 15  

Переменная t принимает значения  0.3,0.5, ,20.3it   , 1, ,i m  , 101m  , 

которые известны точно. Переменная y  известна приближенно:  i i iy y t   , 

где i  – случайная величина, которая с вероятностью 0.8 имеет («хорошее») 

нормальное распределение с нулевым средним и дисперсией σ=3 , и с 
вероятностью 0.2 имеет («плохое») распределение Коши с нулевым параметром 
сдвига и параметром масштаба  γ=3 ( т.е., принадлежит смеси случайных 
величин). 
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Вычислительный эксперимент: МНМ + метод знаков vs МНК

Алгоритм вычисления МНМ  

Вычислить 0 1ˆ
m

X y


     , 

Для 1,2, ,k N   выполнить 
1 2

1  если 0
1 1

0 в противном случае 
ˆ , ( ), , , ,k ii

m i i

r r
r y X g g g i m




         


  

diag( )G g , 

 1 1ˆ ˆk k

m
G X G r


            , ( 1  – настраиваемый параметр) 

Если 1ˆ ˆ|| ||k k       положить 
МНМ

ˆk   , работу алгоритма закончить. 

 
Алгоритм вычисления ЗН  

Вычислить 1ˆ
m

X y


     , 

Для 1,2, ,k N   выполнить 
1

 если 0
1 1

0  иначе 
,̂ ( ), , , ,ii

m i i

r r
r y X g g g i m

         


  

   diag( ), 1 1
T

m mG g D X G X    , 

1 1ˆ
T

m
D X G y        , 

Если 1ˆ ˆ|| ||k k       положить 
МНМ

ˆk   , работу алгоритма закончить. 

 
Таблица 2 

Результаты вычислительного эксперимента 
Оценки параметров модели

МНК  МНМ  ЗН  

14.413 2.961 2.961
2.872 4.492 4.492
-3.126 10.353 10.353

Ошибка определения коэффициентов модели, % 

МНК 100%      МНМ 100%      ЗН 100%      

141.2 6.5 6.5
Ошибка аппроксимации значений зависимой переменной модели

    2

МНК
1

, ,
m

i i
i

f t f t


  
 

    2

МНМ
1

, ,
m

i i
i

f t f t


  
 

    2

ЗН
1

, ,
m

i i
i

f t f t


  
 

149.0 2.961 2.961
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Вычислительный эксперимент: МНМ + метод знаков vs МНК

Графики модельных экспериментальных данных (  ,y f t    , точка с

координатами 17.1, 561.57t y    на графике не показана), модельной функции 

  ,f t , функций, оцененных методом наименьших квадратов   МНК,f t , 

методом наименьших модулей   МНМ,f t  и знаковым методом   ЗН,f t

Выводы. 
В работе получено два научных результата: 1) В результате анализа научной 

литературы удалось убедиться, что тема построения эффективных методов и 
алгоритмов оценивания параметров моделей по экспериментальным 
(измерительным) данным, объективно содержащим ошибки и выбросы, 
продолжает оставаться актуальной и содержит большой потенциал для 
дальнейших исследований. 2) Вычислительный эксперимент по оцениванию 
параметров линейной регрессии на модельном наборе данных, «засоренных» по 
Тьюки-Хьюберу некоторым количеством выбросов, имеющих распределение
Коши, ожидаемо подтвердил неработоспособность метода наименьших 
квадратов, и работоспособность методов наименьших модулей и знаков. Менее
ожидаемым оказалось совпадение оценок параметров, полученных последними 
двумя методами, что требует дальнейших теоретических и экспериментальных 
исследований. 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Авдюшев В.А., Мезенцева А.Д. Метод наименьших модулей и его 

эффективность при обработке измерений с ошибками различного распределения
// Изв. вузов. Физика. 2012. Т. 55, № 10/2, С. 68 – 76.

5 10 15 20

0

50

100

t 

y 

В. Ерохин Метод наименьших модулей ... 19 / 21



Теория и практика МНК Литература МНК Теория и практика МНМ МНМ vs МНК

Спасибо за внимание!
Вопросы?
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Метод наименьших модулей (МНМ) «против» метода
наименьших квадратов (МНК):

Сравнение областей применения и вычислительных реализаций. Итерационный
вариационно-взвешенный МНК (В.И. Мудров, В.Л. Кушко) как альтернатива
линейному программированию (ЛП) при вычислительной реализации МНМ

В.И. Ерохин1

1Военно-космическая академия имени А.Ф. Можайского, Санкт-Петербург, Россия
vka@mil.ru

Семинар по оптимизации, машинному обучению
и искусственному интеллекту «O&ML»
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