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DEA � îïðåäåëåíèå

DEA (îò àíãëèéñêîãî Data Envelopment Analysis) � òåõíèêà
èçìåðåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ìíîãîïðîäóêòîâûõ
ïðîèçâîäñòâåííûõ åäèíèö, áàçèðóþùàÿñÿ íà ëèíåéíîì
ïðîãðàììèðîâàíèè.

Ïðèìåðû îäíîðîäíûõ ìíîæåñòâ, ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòñÿ òåõíèêà
DEA: ìóíèöèïàëèòåòû, øêîëû, áîëüíèöû, ìàãàçèíû, îòäåëåíèÿ
áàíêîâ, îòíîñÿùèåñÿ ê îïðåäåë¼ííîìó ðåãèîíó.
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DEA � îòâåò íà çàïðîñ ¾DEA ÷òî ýòî¿ â Google.ru
(07.05.2024)

DEA (Drug Enforcement Administration) � àãåíòñòâî â ñîñòàâå
Ìèíèñòåðñòâà þñòèöèè ÑØÀ, çàíèìàþùååñÿ èñïîëíåíèåì
ôåäåðàëüíîãî çàêîíîäàòåëüñòâà î íàðêîòèêàõ.

Åñòü åù¼ êîêàìèä ÄÝÀ, êîòîðûé íàø¼ë ïðèìåíåíèå â êà÷åñòâå
çàãóñòèòåëÿ è ñòàáèëèçàòîðà ïðè èçãîòîâëåíèè ìàçåé, íî íè÷åãî ïðî
òî, ÷òî íàì íóæíî.
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DEA � îòâåò íà çàïðîñ ¾dea what it means¿ â Google.ru

Ïåðâàÿ ññûëêà íà ñòàòüþ î ìîäåëè DEA (12.03.2019) òîëüêî íà
ïÿòîé ñòðàíèöå. Â 2014 ã. óæå íà ïåðâîé ñòðàíèöå áûëà ññûëêà íà
ìîíîãðàôèþ, èçäàííóþ â 2008:
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DEA � èñòîðèÿ âîçíèêíîâåíèÿ

Âñ¼ íà÷èíàëîñü ñ ýòèõ àâòîðîâ è èõ ñòàòåé:

Farrell M. J. (1957) The measurement of productive e�ciency // J.R.
Statis. Soc. Series A 120, 253�281.

Charnes A., Cooper W.W., Rhodes E. (1978) Measuring the
e�ciency of decision making units. // European Journal of Operational
Ressearch 2, 429�444.
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DEA � íàøè äíè

Òåîðèÿ è ïðàêòèêà DEA ñòàëè àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ ñ ìîìåíòà ñâîåãî
ñîçäàíèÿ. Áûëî îáðàçîâàíî International Data Envelopment Analysis
Society, êîòîðîå èçäà¼ò æóðíàë ¾The Data Envelopment Analysis
Journal¿ (https://www.nowpublishers.com/DEA) è ïðîâîäèò
ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåíöèè. Â ñåíòÿáðå 2023 ã. â Âåëèêîáðèòàíèè
ïðîøëà êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ 45-îé ãîäîâùèíå ñóùåñòâîâàíèÿ
DEA.
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Î ïåðåâîäå íàçâàíèÿ DEA

Óñòîÿâøåãîñÿ ðóññêîãî ïåðåâîäà äëÿ Data Envelopment Analysis íå
ñóùåñòâóåò.

Èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû: àíàëèç ñâåðòêè äàííûõ, êîìïëåêñíûé
àíàëèç äàííûõ è îáîëî÷å÷íûé àíàëèç äàííûõ.

×àùå âñåãî â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ
ìåæäóíàðîäíîå íàçâàíèå DEA.
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DEA � ýêîíîìè÷åñêîå ïðåäïîëîæåíèå

Ïðîèçâîäñòâåííûå åäèíèöû èç ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè
äîñòàòî÷íî àâòîíîìíû è ñàìè ïðèíèìàþò âñå ðåøåíèÿ.

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòî ïîä÷åðêèâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì
òåðìèíà Decision Making Units èëè àááðåâèàòóðû îò íåãî DMU.
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DEA � îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîñòè

Òðàäèöèîííàÿ ôîðìóëà îïðåäåëåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè
èìååò âèä:

Ýôôåêòèâíîñòü =
Äîõîä

Çàòðàòû
.

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòà ôîðìóëà îáû÷íî èìååò âèä

E�ciency =
Output

Input
.

Ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíû âõîä è âûõîä, à íå çàòðàòû è
äîõîä.
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DEA � ïðèìåð

Ïðèìåð. Ôèðìà ñîñòîèò èç 20 ñêëàäîâ, èíôîðìàöèÿ î äåÿòåëüíîñòè
êîòîðûõ ïðèâåäåíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå. Âõîäû � ìàêñèìàëüíûé
óðîâåíü çàïàñà íà ñêëàäå è òåêóùèå ðàñõîäû (â îñíîâíîì íà
çàðàáîòíóþ ïëàòó, ñîòíè òûñÿ÷), âûõîäû � êîëè÷åñòâî ïîñòàâîê
ñóïåðìàðêåòàì, êîëè÷åñòâî ïîñòóïëåíèé (îò ïîñòàâùèêîâ),
êîëè÷åñòâî çàÿâîê ïîñòàâùèêàì ïðè íèçêîì óðîâíå çàïàñà
(ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôà òàáëèöû íàçâàíà ÍÓÇ). Âñå òðè ïîêàçàòåëÿ
(âûõîäû) èçìåðÿþòñÿ â òûñÿ÷àõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî, ÷åì áîëüøå
çíà÷åíèÿ âûõîäîâ, òåì ëó÷øå ðàáîòàåò ñêëàä.
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DEA � ïðèìåð (äàííûå)

Ñêëàä Îáú¼ì Ðàñõîäû Ïîñòàâêè Ïîñòóïëåíèÿ ÍÓÇ

1 3 5 40 55 30

2 2.5 4.5 45 50 40

3 4 6 55 45 30

4 6 7 48 20 60

5 2.3 3.5 28 50 25

6 4 6.5 48 20 65

7 7 10 80 65 57

8 4.4 6.4 25 48 30

9 3 5 45 64 42

10 5 7 70 65 48

11 5 7 45 65 40

12 2 4 45 40 44

13 5 7 65 25 35

14 4 4 38 18 64

15 2 3 20 50 15

16 3 6 38 20 60

17 7 11 68 64 54

18 4 6 25 38 20

19 3 4 45 67 32

20 5 6 57 60 40
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DEA � ôîðìóëà îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè

Farrell M. J. (1957):

Ek(U, V ) =

∑m
i=1 uiyik∑n
k=1 vjxjk

,

ãäå n � ÷èñëî âõîäîâ, k � íîìåð ïðîèçâîäñòâåííîé åäèíèöû, âåêòîð
Xk = (x1k, x2k, . . . , xnk) � çíà÷åíèÿ âõîäîâ, m � ÷èñëî âûõîäîâ,
âåêòîð Yk = (y1k, y2k, . . . , ymk) � çíà÷åíèÿ âûõîäîâ,
V = (v1, v2, . . . , vn) � âåêòîð âåñîâ âõîäîâ, U = (u1, u2, . . . , um) �
âåêòîð âåñîâ âûõîäîâ.

Çíà÷åíèÿ âñåõ âõîäîâ è âûõîäîâ ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè
÷èñëàìè (Xk ≥ 0, Yk ≥ 0) è çíà÷åíèÿ õîòÿ áû îäíîãî âõîäà è âûõîäà
ó êàæäîé ïðîèçâîäñòâåííîé åäèíèöû k ñòðîãî áîëüøå íóëÿ.
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DEA � ñâîéñòâà Ek(U, V )

Ek(U, V ) = EK(aU, aV );

Ek(aU, V ) = aEk(U, V );

Ek(U, aV ) =
1

a
Ek(U, V ).

Ek(U, V ) ≤ El(U, V ) =⇒ Ek(aU, V ) ≤ El(aU, V ),

Ek(U, aV ) ≤ El(U, aV ), ïðè a > 0.

Íàñ èíòåðåñóþ íå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè, à òîëüêî îòíîñèòåëüíàÿ
ýôôåêòèâíîñòü â íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ïðîèçâîäñòâåííûõ åäèíèö,
ïîýòîìó ìîæíî ñêîððåêòèðîâàòü çíà÷åíèÿ âåñîâ (U, V ) òàê, ÷òîáû
Ek(U, V ) ∈ [0, 1].
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DEA � äîìèíèðîâàíèå

Áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèþ, êîãäà Xk ≥ Xl è Yk ≤ Yl,
äîìèíèðîâàíèåì ïðîèçâîäñòâåííîé åäèíèöû l íàä ïðîèçâîäñòâåííîé
åäèíèöåé k.

Èç äîìèíèðîâàíèÿ l íàä k ñëåäóåò

Ek(U, V ) ≤ El(U, V ) ïðè ëþáûõ âåñàõ U, V.
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DEA � ïðèìåð � äîìèíèðîâàíèå

Ñêëàä 10 äîìèíèðóåò íàä ñêëàäîì 11; ñêëàä 19 äîìèíèðóåò íàä
ñêëàäîì 18.

Ñêëàä Îáú¼ì Ðàñõîäû Ïîñòàâêè Ïîñòóïëåíèÿ ÍÓÇ

10 5 7 70 65 48

11 5 7 45 65 40

18 4 6 25 38 20

19 3 4 45 67 32
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DEA � ïðîáëåìà âûáîðà âåñîâ

Ek(U, V ) =

∑m
i=1 uiyik∑n
k=1 vjxjk

Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ôîðìóëû ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå îáùåãî íàáîðà
âåñîâ (V, U) äëÿ âñåõ DMU.

Ïðîáëåìû:
1. Òðóäíî îöåíèòü âõîäû è âûõîäû.
2. Òðåáîâàíèå åäèíîé ñèñòåìû âåñîâ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì. Ïðèìåðû: ñ ìóçûêàëüíàÿ è ñïîðòèâíàÿ øêîëû;
îòäåëåíèÿ áàíêà, ðàñïîëîæåííûå â ðàçíûõ ìåñòàõ.

Âûõîä: ïðåäîñòàâèòü êàæäîé DMU âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü íàáîð
âåñîâ (V, U), ïðè êîòîðîì å¼ ýôôåêòèâíîñòü áóäåò ìàêñèìàëüíîé.
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DEA � ïðîáëåìà âûáîðà âåñîâ

Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ ñëåäóþùåé
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äëÿ êàæäîé ïðîèçâîäñòâåííîé åäèíèöû k:

Ek(U, V ) =

∑m
i=1 uiyik∑n
k=1 vjxjk

→ max (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

Es(U, V ) =

∑m
i=1 uiyis∑n
j=1 vjxjs

≤ 1, s = 1, . . . , l, (2)

ui ≥ ε, i = 1, . . . , m, (3)

vj ≥ ε, j = 1, . . . , n. (4)

Ïåðåìåííûå çàäà÷è � âåñà V = (vj), U = (ui)!
Çíà÷åíèÿ âõîäîâ Xk = (xjk) è âûõîäîâ Yk = (yik) çàäàíû!
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DEA � î çàäà÷å âûáîðà âåñîâ

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ � çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé
åäèíèöû k, ìàêñèìèçèðóåòñÿ.

Ïåðåìåííûìè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ âåñîâ (U, V ).

Ñóùåñòâîâàíèå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñëåäóåò èç ñâîéñòâ
ýôôåêòèâíîñòè.

Êîíå÷íîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè
öåëåâîé ôóíêöèè.

Â ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèé íà ýôôåêòèâíîñòè ìîãëà áû ñòîÿòü
ëþáàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ âåñîâ (≥ ε) ãàðàíòèðóþò, ÷òî áóäóò ó÷òåíû
âñå âõîäû è âûõîäû.
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DEA � îá îïòèìàëüíîì ðåøåíèè çàäà÷è âûáîðà âåñîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

(U∗, V ∗) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4),

E∗
k � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (1).

Èç ñâîéñòâ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî:

Åñëè E∗
k < 1, òî ïðîèçâîäñòâåííàÿ åäèíèöà k íåýôôåêòèâíà, òàê êàê

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïðîèçâîäñòâåííîé åäèíèöû l, ó êîòîðîé
El(U

∗, V ∗) = 1 ïðè íàéäåííûõ âåñàõ.
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DEA � ïðèìåð (ïðîäîëæåíèå)

Ïðèìåð. Äëÿ ñêëàäà 1 (k = 1) çàäà÷à (1)�(4) ïðèìåò âèä:

maxE1 =
40u1 + 55u2 + 30u3

3v1 + 5v2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

E1 =
40u1 + 55u2 + 30u3

3v1 + 5v2
≤ 1,

E2 =
45u1 + 50u2 + 40u3

2.5v1 + 4.5v2
≤ 1,

................................

E20 =
57u1 + 60u2 + 40u3

5v1 + 6v2
≤ 1,

ui ≥ ε, i = 1, 2, 3,

vj ≥ ε, j = 1, 2.

20 / 32



DEA � òàáëèöà ñ ðåøåíèåì (ñêëàä 1)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

A B C D E F G H I J K L

 v1 v2 u1 u2 u3
0.299 0.02 0.005 0.011 0.0001

склад объём расходы поставки поступления НУЗ 1 0.820  = целевая функция
1 3 5 40 55 30 1 -0.180 0.820
2 2.5 4.5 45 50 40 2 -0.049 0.942
3 4 6 55 45 30 3 -0.533 0.596
4 6 7 48 20 60 4 -1.462 0.246
5 2.3 3.5 28 50 25 5 -0.058 0.924
6 4 6.5 48 20 65 6 -0.854 0.358
7 7 10 80 65 57 7 -1.159 0.496
8 4.4 6.4 25 48 30 8 -0.782 0.459
9 3 5 45 64 42 9 -0.053 0.947

10 5 7 70 65 48 10 -0.551 0.664
11 5 7 45 65 40 11 -0.681 0.584
12 2 4 45 40 44 12 0.000 1.000
13 5 7 65 25 35 13 -1.022 0.376
14 4 4 38 18 64 14 -0.875 0.315
15 2 3 20 50 15 15 0.000 1.000
16 3 6 38 20 60 16 -0.597 0.415
17 7 11 68 64 54 17 -1.253 0.460
18 4 6 25 38 20 18 -0.767 0.419
19 3 4 45 67 32 19 0.000 1.000
20 5 6 57 60 40 20 -0.654 0.596

 v1 v2 u1 u2 u3 1.000 1
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DEA � ëèíåàðèçàöèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Ïðåîáðàçóåì îãðàíè÷åíèÿ (2) â ýêâèâàëåíòíûå ëèíåéíûå
îãðàíè÷åíèÿ (7).

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè, ìîæíî
ôèêñèðîâàòü çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ ÖÔ (6) è ìàêñèìèçèðîâàòü å¼
÷èñëèòåëü (5). Ïîëó÷àåì çàäà÷ó ËÏ c n+m ïåðåìåííûìè è
p+ n+m+ 1 îãðàíè÷åíèÿìè:

max

m∑
i=1

uiyik (5)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

j=1

vjxjk = 1 , (6)

m∑
i=1

uiyil −
n∑

j=1

vjxjl ≤ 0, l = 1, . . . , p, (7)

ui ≥ ε, i = 1, . . . ,m, (8)

vj ≥ ε, j = 1, . . . , n. (9)
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DEA � ãåîìåòðèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

Äëÿ ñëó÷àÿ: n = 1, m = 2, v1 = v2 = · · · = vp, ðåøåíèå çàäà÷è
(1)�(4) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì.

Ïðèìåð 2. Ôèðìà âûðàùèâàåò äâà ñîðòà êëóáíèêè íà 3 ó÷àñòêàõ
(A, B, C), ðàâíîé ïëîùàäè è ñ îäèíàêîâîé ïî êà÷åñòâó ïî÷âîé. Íà
êàæäîì ó÷àñòêå ðàáîòàåò îòäåëüíàÿ áðèãàäà. Ïðè ðàâíûõ çàòðàòàõ
(çíà÷åíèÿ âõîäîâ ðàâíû) áðèãàäû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå óðîæàè ÿãîä
íà ýòèõ ó÷àñòêàõ (äâà âûõîäà, çíà÷åíèå òîííû):

A : u11 = 80, u21 = 0; B : u12 = 25, u22 = 10; C : u13 = 20, u23 = 40.

×òî ìîæíî ñêàçàòü îá ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû áðèãàä,
îáñëóæèâàþùèõ ó÷àñòêè?

Ïîÿñíèì ïðèâåä¼ííûå äàííûå. Ïåðâàÿ áðèãàäà âûðàùèâàëà
êëóáíèêó òîëüêî ïåðâîãî ñîðòà, è óðîæàé ñîñòàâèë 80 ò. Âòîðàÿ è
òðåòüÿ áðèãàäû ïðåäïî÷ëè âûðàùèâàòü êëóáíèêó îáîèõ ñîðòîâ.
Óðîæàè íà ó÷àñòêàõ B è C ñîñòàâèëè (25 ò, 10 ò) è (20 ò, 40 ò).

Çàìå÷àíèå. Ìåæäó ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû òð¼õ áðèãàä íåò
äîìèíèðîâàíèÿ. Îäíàêî ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàáîòà áðèãàäû íà ó÷àñòêå
B ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâíîé.
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DEA � ãåîìåòðèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

Èçîáðàçèì óðîæàè, ïîëó÷åííûå íà ó÷àñòêàõ, òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè
(y1, y2).

A(80,0)

B(25,10)

C(20,40)

D(50,20)

y1

y2

Ïîäåëèì ó÷àñòîê B ìåæäó áðèãàäàìè, îáñëóæèâàþùèìè ó÷àñòêè A
è C. Îòðåçîê AC � âñå âîçìîæíûå óðîæàè, êîòîðûå ïðè ýòîì áóäóò
íà ó÷àñòêå B.
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DEA � ãåîìåòðèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü è ñ ó÷àñòêàìè A è C. Îòðåçîê AC
ðàñïîëîæåí âûøå îòðåçêîâ BC è BA, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åìó
ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèé óðîæàé ïðè îäèíàêîâûõ çàòðàòàõ. Ýòîò
îòðåçîê íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé ãðàíèöåé. Òî÷êà B ðàñïîëîæåíà
íèæå ýòîé ãðàíèöû, ïîýòîìó ðàáîòà íà ýòîì ó÷àñòêå îðãàíèçîâàíà
íåýôôåêòèâíî.

Ïðîâåäåì ëó÷ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó B. D � ïåðåñå÷åíèå
ýòîãî ëó÷à ñ îòðåçêîì AC. D(50, 20) � ñåðåäèíà îòðåçêà AC.

Âûâîä: åñëè íà îäíîé ïîëîâèíå ó÷àñòêà ïðèìåíèòü òåõíîëîãèþ
ó÷àñòêà A, à íà äðóãîé � òåõíîëîãèþ ó÷àñòêà C, òî óðîæàé
âîçðàñòåò â 2 ðàçà.
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DEA � äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ çàäà÷è, äâîéñòâåííîé ê (5)�(9):

(6) : w; (7) : λ1, . . . , λp; (8) : su1 , . . . , s
u
m; (9) : sv1, . . . , s

v
n .

Òîãäà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ïðèìåò âèä:

minw − ε

 m∑
i=1

sui +

n∑
j=1

svj

 (10)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

xjkw −
p∑

l=1

xjlλl − svj = 0 , j = 1, . . . , n, (11)

p∑
l=1

yilλl − sui = yik , i = 1, . . . ,m, (12)

λl ≥ 0, l = 1, . . . , p, (13)

svj ≥ 0, j = 1, . . . , n; sui ≥ 0, i = 1, . . . ,m. (14)
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DEA � äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à (10)�(14 )èìååò (n+m) îãðàíè÷åíèé è (p+ n+m+ 1)
ïåðåìåííûõ.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ åäèíèö p ìíîãî
áîëüøå n+m. Ïîýòîìó ÷àñòî ïðåäïî÷èòàþò ðåøàòü äâîéñòâåííóþ
çàäà÷ó òàê êàê â òðóäîåìêîñòü âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è ËÏ çàâèñèò, ïðåæäå âñåãî, îò êîëè÷åñòâà îãðàíè÷åíèé.
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DEA � äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå

Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ λ∗l � öåíà çà
îãðàíè÷åíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé åäèíèöû `, åñëè
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ýôôåêòèâíîñòè ðàâíî 1.

Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ svj è sui � öåíà çà
çàïðåò íå ó÷èòûâàòü âõîä j è âûõîä i (âåðíåå, ó÷èòûâàòü èõ ñ âåñîì
0) ïðè ìàêñèìèçàöèè ýôôåêòèâíîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé åäèíèöû k
(ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(9)).
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DEA � äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå

Ïðåîáðàçóåì îãðàíè÷åíèÿ (11)�(14) ê âèäó:

p∑
l=1

xjlλl = xjkw − svj , j = 1, . . . , n,

p∑
l=1

yilλl = yik + sui , i = 1, . . . ,m,

λl ≥ 0, l = 1, . . . , p,

svj ≥ 0, j = 1, . . . , n; sui ≥ 0, i = 1, . . . ,m.

Åñëè ìîæíî îðãàíèçîâûâàòü ñîñòàâíûå ïðîèçâîäñòâåííûå åäèíèöû
ñî ñëåäóþùèìè âåêòîðà âõîäà è âûõîäà:

p∑
l=1

xjlλ`, j = 1, . . . , n;

p∑
l=1

yilλ`, i = 1, . . . ,m,

òî èç îãðàíè÷åíèé âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé
çàäà÷è èùåòñÿ ñðåäè ñîñòàâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ åäèíèö, çíà÷åíèÿ
âõîäîâ êîòîðûõ íå áîëüøå çíà÷åíèé âõîäîâ ïðîèçâîäñòâåííîé
åäèíèöû k, à çíà÷åíèÿ âûõîäîâ � íå ìåíüøå.
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DEA � äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå

Äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è � çíà÷åíèÿ äîëåé λ` â
ñîñòàâíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ åäèíèöàõ, ýôôåêòèâíîñòü êîòîðûõ íå
ìåíüøå ýôôåêòèâíîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé åäèíèöû k.
Åñëè ïðîèçâîäñòâåííàÿ åäèíèöà k ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé, òî â
îïòèìàëüíîì ðåøåíèè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

w = 1, svj = 0, j = 1, . . . , n; sui = 0, i = 1, . . . ,m.
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DEA � îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ

×àùå âñåãî â ïðèêëàäíûõ ïóáëèêàöèÿõ, ïîñâÿùåííûõ DEA,
óïîìèíàþòñÿ:

I çäðàâîîõðàíåíèå (áîëüíèöû, ñåòè ôèëèàëîâ êëèíèê),

I îáðàçîâàíèå (øêîëû, óíèâåðñèòåòû),

I áàíêè (ñåòè ôèëèàëîâ),

I ñåòè ðåñòîðàíîâ áûñòðîãî ïèòàíèÿ,

I ñåòè ìàãàçèíîâ,

I ñåòè ñêëàäîâ.

Ðàçìåðíîñòü çàäà÷ (êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ åäèíèö l
ïðèíàäëåæèò î÷åíü øèðîêîìó äèàïàçîíó: îò íåñêîëüêèõ øòóê äî
íåñêîëüêèõ òûñÿ÷.
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Ìîäåëü DEA � ñâîéñòâà

I Ðàññìîòðåí ïåðâûé âàðèàíò ìîäåëè DEA � ìîäåëü CCR,
îðèåíòèðîâàííàÿ íà âûõîä.

I Ìîäåëü DEA òðåáóåò áîëüøîãî îáú¼ìà âû÷èñëåíèé (ðåøàåòñÿ
çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî îáúåêòà). Íî
ìîæíî ïðåäëîæèòü íåñêîëüêî ïðè¼ìîâ, êîòîðûå ñîêðàùàþò ýòè
âû÷èñëåíèÿ.

I Ìîæíî ðàçáèâàòü îáúåêòû íå òîëüêî íà äâà êëàñòåðà
(ýôôåêòèâíûå è íåýôôåêòèâíûå), íî è íà íåñêîëüêî êëàñòåðîâ,
íàïðèìåð, ïî ñðåäíåé ýôôåêòèâíîñòè.
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Ñåìèíàðà ïî îïòèìèçàöèè, ÌÎ è ÈÈ

Ðåéòèíãîâàíèå îáúåêòîâ: ñåòü Êîõîíåíà

(Áóõâàëîâà Â.Â., 16.05.2024)
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Çàäà÷è êëàññèôèêàöèè è êëàñòåðèçàöèè

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè: âîññòàíîâëåíèå îòîáðàæåíèÿ èç
ìíîæåñòâà îáúåêòîâ â êîíå÷íûé íàáîð ìåòîê êëàññîâ. Êëàññû
çàôèêñèðîâàíû çàðàíåå (íàïðèìåð, öèôðû 0, 1,. . . ,9). Èìååòñÿ
îáó÷àþùàÿ âûáîðêà (îáúåêòû è êëàññû, ê êîòîðûì îíè îòíîñÿòñÿ).

Çàäà÷å êëàñòåðèçàöèè: òàêæå ðàçáèâàåì îáúåêòû íà êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî êëàññîâ, íî áåç îáó÷àþùåé âûáîðêè. Îòñóòñòâóåò
ïðåäñòàâëåíèå, êàêèìè áóäóò ýòè êëàññû. Ìîäåëü êëàñòåðèçàöèè
ñîçäà¼ò íîâóþ èíôîðìàöèþ î òîì, êàêèå åñòü êëàññû. Èíîãäà íå
èçâåñòíî çàðàíåå, ñêîëüêî êëàññîâ èìååòñÿ. Èç-çà ñõîäñòâà
ïîñòàíîâîê ýòèõ çàäà÷ â ëèòåðàòóðå êëàñòåðèçàöèþ èíîãäà íàçûâàþò
unsupervised classi�cation.
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Öåëè êëàñòåðèçàöèè

Àíàëèç äàííûõ â öåëîì: âûÿâëåíèå ñòðóêòóðû äàííûõ è å¼
íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå, îöåíèâàíèå çíà÷èìîñòè ñâîéñòâ îáúåêòîâ,
ñîêðàùåíèå îáú¼ìà äàííûõ.

Ðàçáèåíèå äàííûõ íà êëàñòåðû: ñâîè ìîäåëè è àëãîðèòìû äëÿ
êàæäîãî êëàñòåðà.
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Ñåòü Êîõîíåíà: îñíîâíûå ñâîéñòâà

Íåéðîííûå ñåòè Êîõîíåíà òèïè÷íûé ïðèìåð ñåòè, îáó÷àþùåéñÿ áåç

ó÷èòåëÿ. Ðàññìîòðèì âàðèàíò ñåòè Êîõîíåíà äëÿ çàäà÷è
êëàñòåðèçàöèè îáúåêòîâ. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî
êëàñòåðîâ K çàäàíî.

Ðåøåíèå î ïîïàäàíèè îáúåêòà â òîò èëè èíîé êëàñòåð ïðèíèìàåòñÿ
íà îñíîâå çíà÷åíèé åãî ïðèçíàêîâ. Îáû÷íî äî íà÷àëà îáó÷åíèÿ
ïðîâîäèòñÿ íîðìàëèçàöèÿ ïðèçíàêîâ îáúåêòîâ. Íîðìàëèçàöèÿ
ïðèçíàêîâ âûïîëíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ [�1, 1] èëè [0, 1].

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñåòü Êîõîíåíà ñîñòîèò èç îäíîãî ñëîÿ èç K
íåéðîíîâ ñ âåñàìè W k, ñèãíàë ïî êîòîðûì îò âõîäîâ íàïðàâëÿåòñÿ ê
âûõîäàì â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåñîâ
íåéðîíîâ � ñëó÷àéíûå ÷èñëà. Çàäà¼òñÿ òàêæå íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
îáó÷åíèÿ λ è øàã å¼ óìåíüøåíèÿ ∆λ.

Äëÿ îáó÷åíèÿ ñåòè ïðèìåíÿþòñÿ ìåõàíèçìû êîíêóðåíöèè.
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Ñåòü Êîõîíåíà
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî X, êîòîðîå ñîñòîèò èç êîòîðîå M îáúåêòîâ.
Êàæäûé îáúåêò õàðàêòåðèçóåòñÿ N ïðèçíàêàìè:

Xm = (xm1 , x
m
2 , . . . , x

m
N ), m = 1, 2, . . . ,M.

Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü ìíîæåñòâî X íà K êëàñòåðîâ.
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Îáó÷åíèå

Îáó÷àåìûìè áóäóò âåêòîðà âåñîâ êëàñòåðîâ:

W k = (wk
1 , w

k
2 , . . . , w

k
N ), k = 1, 2, . . . ,K.
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Àëãîðèòì îáó÷åíèÿ (ïîäãîòîâèòåëüíûå øàãè)

1. Íîðìèðîâàíèå èñõîäíûõ äàííûõ ([0,1] ïî ñòîëáöàì �
ïðèçíàêàì):

Maxn = max
m

xmn , Minn = min
m

xmn ,

an =
1

Maxn −Minn
, bn =

−Minn

Maxn −Minn
, .

xmn := anx
m
n + bn, n = 1, 2, . . . , N.

2. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ âåñîâ � ñëó÷àéíûå ÷èñëà, íàïðèìåð, òàêèå:

wk
n ∼ R[0.5− 1√

N
, 0.5 +

1√
N

], k = 1, 2, . . . ,K, n = 1, 2, . . . , N.

3. Âûáîð ïàðàìåòðà ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ è øàãà åãî óìåíüøåíèÿ:

λ = 0.3, ∆λ = 0.05.
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Àëãîðèòì îáó÷åíèÿ (îñíîâíûå øàãè)

1. Ïîêà λ > 0

2. Ïîâòîð øàãîâ 3-4 ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ðàç (íàïðèìåð, 10).

3. Äëÿ êàæäîãî Xm íàõîäèì áëèæàéøèé W k.
Êîììåíòàðèé ê ï. 3. ×àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ åâêëèäîâà
ìåòðèêà. Ïåðåáîð â ôèêñèðîâàííîì èëè ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå.

4. Èçìåíÿåì íàéäåííûé âåêòîð:

W k := W k + λ(Xm −W k).

5. Çàâåðøèâ ïîâòîðû 3-4, ìåíÿåì ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ:

λ := λ−∆λ.

6. Ïåðåõîä ê øàãó 1.
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Êëàñòåðû îáúåêòîâ

1. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ïðèâåä¼ííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ
îáó÷åííûå âåñà W k.

2. Îáúåêò Xm âêëþ÷àåì â êëàñòåð ñ áëèæàéøèì âåñîì.

3. Åñëè ñ âåêòîðîì âåñîâ W k âûïîëíèòü ïðîöåäóðó îáðàòíîé
íîðìèðîâêè, òî çíà÷åíèÿ åãî êîìïîíåíò ìîæíî òðàêòîâàòü êàê
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê äàííîãî êëàñòåðà.
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×èñëåííûé ïðèìåð (çàäà÷à î ñêëàäàõ)

Âåðí¼ìñÿ ê ðàíåå ðàññìîòðåííîé çàäà÷å î ñêëàäàõ è ïðèìåíèì ê íåé
òåïåðü ñåòü Êîõîíåíà: ðàçîáú¼ì ìíîæåñòâî ñêëàäîâ íà 2 êëàñòåðà è
ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ.

Ìîäåëü DEA ðàçáèëà ñêëàäû íà äâà êëàñòåðà: ýôôåêòèâíûå è
íåýôôåêòèâíûå. Ïðè ýòîì äàííûå î ñêëàäàõ (ïðèçíàêè) áûëè
ðàçáèòû íà äâà ìíîæåñòâà: âõîäû è âûõîäû. Èñïîëüçîâàíèå ñåòè
Êîõîíåíà ïðåäïîëàãàåò çàäàíèå åäèíîãî ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ
îáúåêòîâ.

Ïðåîáðàçîâàíèå äàííûõ: â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâ ñêëàäîâ áûëè
èñïîëüçîâàíû óäåëüíûå ýôôåêòèâíîñòè (îòíîøåíèÿ êàæäîãî âûõîäà
ê êàæäîìó âõîäó). Òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîãî ñêëàäà ïîëó÷èëîñü 6
ïðèçíàêîâ.
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Çàäà÷à î ñêëàäàõ: ïðèçíàêè è ðåçóëüòàòû äâóõ ìîäåëåé

12 / 15



Ñåòü Êîõîíåíà íà ÿçûêå Python

Äëÿ âûïîëíåíèÿ êëàñòåðèçàöèè ñ ïîìîùüþ ñåòè Êîõîíåíà áûëà
íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python (èñïîëüçîâàëñÿ ïàêåò
minisom-2.3.1). Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ýòîé ïðîãðàììû ïðèâåäåíû â
ñòîëáöå ¾2 êëàñòåðà¿. Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ êëàñòåðèçàöèè äâóìÿ
ìåòîäàìè â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ¾Ýôôåêòèâíîñòü¿ ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñ ïîìîùüþ ìîäåëü DEA.

Èç DEA-ýôôåêòèâíûõ ñêëàäîâ â êëàñòåð 1 íå âîø¼ë òîëüêî ñêëàä
14. Çàìåòèì, ÷òî â êëàñòåð 1 ïîïàëè òàêæå ñêëàäû,
DEA-ýôôåêòèâíîñòü êîòîðûõ ñðàâíèòåëüíî âûñîêàÿ. Íî è çäåñü åñòü
èñêëþ÷åíèå: â êëàñòåð 1 íå ïîïàë ñêëàä 16 (Å = 0.903). Âèäèì, ÷òî
îáà ïîäõîäà äàþò ïîõîæåå ðàçáèåíèå íà êëàñòåðû.
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