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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ

Задача 1.

1

2
xTDx+ xTc −→ min,

ℓ ⩽ x ⩽ w.
(1)

Задача 2.

1

2
xTDx+ xTc −→ min,

Ax = b,

ℓ ⩽ x ⩽ w.

(2)

Здесь D — симметричная положительно определенная матрица,
ℓ < w.

Далее предполагается, что задачи имеют решения.
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КРИТЕРИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ ДЛЯ ЗАДАЧИ (1)

Положим A =

(
E
−E

)
, b =

(
ℓ

−w

)
. Перепишем задачу (1):

1

2
xTDx+ xTc −→ min,

Ax ⩾ b.

Форма 1:


bTu∗ = xT

∗ (Dx∗ + c),
Dx∗ −ATu∗ = −c,
u∗ ⩾ 0,
ℓ ⩽ x∗ ⩽ w.

Форма 2:



Ax∗ − v∗ = b,
Dx∗ −ATu∗ = −c,
v∗ ⩾ 0, u∗ ⩾ 0,
vT
∗ u∗ = 0,

ℓ ⩽ x∗ ⩽ w.
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ПРЕДЛАГАЕМЫЕ РЕШАТЕЛИ ЗАДАЧИ (1)

1. Метод покоординатного спуска (Spusk).

2. Метод Дикина (Dikin):

• подход I (на основе преобразования Хилдрета);
• подход II.

3. Комбинация методов покоординатного спуска и Дикина (Comb).

4. Комбинация методов покоординатного спуска и сопряженных
градиентов (MCG).
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МЕТОД ДИКИНА (Dikin)
1

2
xTDx+ xTc −→ min

x∈Ω
,

Ω = {x ∈ Rn | Ax = b, x ⩾ 0} .

Ω0 = {x ∈ Rn | Ax = b, x > 0} ̸= ∅,
A − матрица полного ранга.

Пусть xk ∈ Ω0.

1. Вычислим gk = Dxk + c и найдем решение uk системы

AΛ2
kA

Tu = AΛ2
kgk,

где Λk = diag(xk).

2. Находим yk = gk − ATuk, Φk =
n∑

k=1

(xk[j]yk[j])
2. Если Φk = 0, то

xk — решение исходной задачи. В противном случае переходим
к следующему шагу.

3. Определим направление спуска sk = −Λ2
kyk.

4. Вычисляем шаг λk = min
{

α√
Φk

, Φk
sTk Dsk

}
, где параметр α < 1 и

достаточно близок к 1.

5. Строим новое приближение xk+1 = xk + λksk.
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Подход I (ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ХИЛДРЕТА)


1

2
xTDx+ xTc −→ min,

Ax ⩾ b
⇒


1

2
zTQz + zTq −→ min,

z ⩾ 0,

где A =

(
E
−E

)
, b =

(
ℓ

−w

)
,

Q = AD−1AT =

(
D−1 −D−1

−D−1 D−1

)
,

q = −(b+AD−1c) =

(
−ℓ−D−1c

w +D−1c

)
.

Возвращение к исходным переменным

x∗ = D−1(ATz∗ − c).
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Подход II


1

2
xTDx+ xTc −→ min,

ℓ ⩽ x ⩽ w,

x = z1 + ℓ
⇒


1

2
zT
1Dz1 + zT

1 (Dℓ+ c) −→ min,

0 ⩽ z1 ⩽ w − ℓ,
1

2
zT
1Dz1 + zT

1 (Dℓ+ c) −→ min

z1 + z2 = w − ℓ,

z1 ⩾ 0, z2 ⩾ 0,

⇒


1

2
zTQz + zTq −→ min,

Az = b,

z ⩾ 0,

где

Q =

(
D O
O O

)
, q =

(
w − ℓ
0

)
, z =

(
z1
z2

)
,

A =
(
E E

)
, b = w − ℓ.

Замечание. В качестве начального приближения можно выбрать,

например, вектор z =
1

2

(
b
b

)
> 0.
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Комбинация методов покоординатного спуска
и сопряженных градиентов (MCG)

1. Положить x = ℓ+w
2

. Выполнить процедуру покоординатного спуска: для j =
1 : n последовательно решить совокупность задач вида f(x+αej) → min

ℓj⩽xj+α⩽wj

.

2. Построить индексные множества J = {j | ℓj < xj < wj}, J̃ = {1 : n} \J.
Если J = ∅, то перейти к шагу 4.

3. С помощью соответствующих перестановок представить матрицу Q, векторы q
и x в виде

Q̃ =

[
B C⊤

C D

]
, q̃ =

[
b
c

]
, x̃ =

[
y
z

]
,

где B =
(
Qi∈J,j∈J

)
∈ R|J |×|J |, C =

(
Qi∈J̃ ,j∈J

)
∈ R|J̃|×|J |, b = (qi∈J) ∈ R|J |,

c =
(
qi∈J̃

)
∈ R|J̃|, y = (xi∈J) ∈ R|J |, z =

(
xi∈J̃

)
∈ R|J̃|.

С помощью метода сопряженных градиентов решить вспомогательную задачу
вида f̃ (y) = 1

2
y⊤By +

(
C⊤z + c

)⊤
y → min.

По решению задачи вектору y∗ и фиксированному вектору z восстановить
новое значение вектора x.

4. Вычислить g = ∇f(x) = Qx+q = (gj) ∈ Rn и проверить условие оптимальности:

∀j = 1, . . . , n ⇒ (xj = lj ∧ gj ⩾ 0) ∨ (xj = uj ∧ gj ⩽ 0) ∨ (lj < xj < uj ∧ gj = 0) .

Если условие выхода выполнено, то положить x∗ = x, работу алгоритма
закончить. В противном случае перейти к шагу 1.

Замечание. Очевидно, что f(x + αej) = 1
2
Qj,j · α2 +

(
x⊤Q<j> + qj

)
· α + f(x) =

φ(α), где Q<j> — j-й столбец матрицы Q. Таким образом, при Qj,j ̸= 0 задача
представляет собой задачу минимизации скалярной квадратичной функции на
отрезке [ℓj − xj, wj − xj].
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ГЕНЕРАЦИЯ ЗАДАЧ

Вариант 1. Вектор x∗ случайным образом равняется одной из границ
«коробки», т.е. x∗ = ℓ или x∗ = w.

Вариант 2. Вектор x∗ случайная внутренняя точка «коробки»,
т.е. ℓ < x∗ < w.

Вариант 3. Часть компонент (например, 50%) вектора x∗ случайным
образом оказывается внутри (соответствующих границ) «коробки»,
а оставшиеся часть на границе.
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ГЕНЕРАЦИЯ ЗАДАЧ
Ax− v = b,
Dx−ATu = −c,
v ⩾ 0, u ⩾ 0, vTu = 0,
ℓ ⩽ x ⩽ w,

где A =

(
E
−E

)
, b =

(
ℓ

−w

)
.

1) Фиксируем размерность задачи n ∈ N. Генерируем симметричную
положительно определенную матрицу D, например, диагонального

преобладания, т. е. D =
n∑

k=1

λke
T
k ek + D̂, λk > n, k = 1 : n, D̂ —

случайная симметричная матрица с компонентами распределенными
по нормальному закону.

2) Генерируем два вектора ℓ ∈ Rn и w ∈ Rn такие, что ℓ < w.
3) Выбираем x∗ в зависимости от варианта: ℓ ⩽ x∗ ⩽ w.

4) Вычисляем v = Ax∗ − b =

(
x∗ − ℓ
w − x∗

)
⩾ 0.

5) Генерируем неотрицательный вектор u ∈ R2n. Корректируем

компоненты вектора u по правилу:
{

u[j] = 0, если v[j] > 0,
u[j], если v[j] = 0.

6) Вычисляем вектор c = ATu−Dx∗ = u1−u2−Dx∗, где u =

(
u1
u2

)
.
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