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Â äîêëàäå [1℄ ðàññìîòðåíû òðè âàðèàíòà ñâåäåíèÿ çàäà÷è ñòðîãîãî (æåñò�

êîãî) ëèíåéíîãî îòäåëåíèÿ äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ P1 è P2 åâêëèäîâà ïðî�

ñòðàíñòâà ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ). Ïîëó÷åííûå çàäà÷è

ËÏ ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî öåëåâûìè �óíêöèÿìè. Äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î

òîì, ÷òî âûïóêëûå îáîëî÷êè ìíîæåñòâ P1 è P2 íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Èíà÷å

ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è ËÏ áóäåò ïóñòûì.

Â äàííîì äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ åùå îäèí âàðèàíò ñâåäåíèÿ ëèíåéíîé çà�

äà÷è îòäåëåíèÿ ìíîæåñòâ P1 è P2 ê çàäà÷å ËÏ. Íîâàÿ çàäà÷à âñåãäà èìååò

ðåøåíèå. Ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè íåîòðèöàòåëüíî è îáðà�

ùàåòñÿ â íîëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïóêëûå îáîëî÷êè ìíîæåñòâ P1 è

P2 èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Âòîðàÿ ÷àñòü äîêëàäà ïîñâÿùåíà óíèâåðñàëüíîìó ïîäõîäó ê çàäà÷å ëèíåé�

íîãî îòäåëåíèÿ äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ P1 è P2. Çàäà÷à îòäåëåíèÿ ñâîäèòñÿ

ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å, îòëè÷àþùåéñÿ îò çàäà÷è ËÏ ïîÿâëåíèåì êâàäðàòè÷�

íîãî îãðàíè÷åíèÿ-ðàâåíñòâà. Íîâàÿ çàäà÷à âñåãäà èìååò ðåøåíèå. Åñëè ýêñ�

òðåìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ïîëîæèòåëüíî, òî ïîëó÷åíî ìÿãêîå îò�

äåëåíèå ìíîæåñòâ P1 è P2 ñ íàèìåíüøåé øèðèíîé ñìåøàííîé ïîëîñû. Åñëè

ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè îòðèöàòåëüíî, òî ïîëó÷åíî æåñò�

êîå îòäåëåíèå ìíîæåñòâ P1 è P2 ñ íàèáîëüøåé øèðèíîé íåéòðàëüíîé ïîëîñû.

Îáû÷íî ê òàêèì çàêëþ÷åíèÿì óäàåòñÿ ïðèéòè, ðåøàÿ äâå ðàçëè÷íûå çàäà÷è

êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2, 3℄).

1°. Â ïðîñòðàíñòâå R
n
çàäàíû äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà

P1 =
{

pj
}s

j=1
è P2 =

{

pj
}m

j=s+1
.

∗
Ñåìèíàð ïî îïòèìèçàöèè, ìàøèííîìó îáó÷åíèþ è èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó ¾O&ML¿
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Çäåñü s ∈ 1 : (m− 1). Îáîçíà÷èì

B =
{

w ∈ R
n | −1 6 w[i] 6 1, i ∈ 1 : n

}

è ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

ϕ(w) :=min
j∈1:s

〈pj , w〉 − max
j∈(s+1):m

〈pj , w〉 → max
w∈B

. (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå w∗
. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî 0 ∈ B

è ϕ(0) = 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî ϕ(w∗) > 0.
Çàäà÷à (1) èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ñòðîãîìó (æåñòêîìó) îòäåëåíèþ ìíî�

æåñòâ P1 è P2.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Åñëè ϕ(w∗) > 0, òî ìíîæåñòâà P1 è P2 äîïóñêàþò ñòðîãîå

ëèíåéíîå îòäåëåíèå. Ïðè ýòîì øèðèíà h∗ ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû ðàâíà ñëåäó�

þùåé âåëè÷èíå:

h∗ = ϕ(w∗)/ ‖w∗‖ .
Îòäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

〈w∗, x− c〉 = 0,

ãäå c = pj′′ +
1
2
h∗ w∗

‖w∗‖
è j′′ � èíäåêñ èç (s + 1) : m, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ

ìàêñèìóì â ïðåäñòàâëåíèè ϕ(w∗).

�èñ. 1 ïîÿñíÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû 1.

0

w∗
pj′′

c

�èñ 1. Ïîÿñíåíèå ê òåîðåìå 1

Ñëó÷àé ϕ(w∗) = 0 áóäåò ðàññìîòðåí ïîñëå íåêîòîðîé ïîäãîòîâêè.
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2°. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé

max
j∈(s+1):m

〈pj , w〉 = − min
j∈(s+1):m

〈−pj , w〉.

Îíà ïîçâîëÿåò ïðèäàòü çàäà÷å (1) ñèììåòðè÷íûé âèä:

ϕ(w) :=min
j∈1:s

〈pj , w〉+ min
j∈(s+1):m

〈−pj, w〉 → max
w∈B

. (2)

Çàïèøåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ), ýêâèâàëåíòíóþ çàäà�

÷å (2):

ψ(w, u, v) :=u+ v → max,

〈−pj , w〉+ u 6 0, j ∈ 1 : s,

〈pj , w〉+ v 6 0, j ∈ (s+ 1) : m,

w 6 e,

−w 6 e.

(3)

Çäåñü e � âåêòîð èç R
n
, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû åäèíèöå. Ýêâèâàëåíò�

íîñòü ïðîâåðÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæå�

ñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (3). Âîçüìåì ïëàí (w, u, v). Âåêòîð w ÿâëÿåòñÿ ïëàíîì

çàäà÷è (2). Ïðè ýòîì

ϕ(w) > u+ v = ψ(w, u, v).

Íàîáîðîò, ïóñòü w � ïëàí çàäà÷è (2). Ïîëîæèì

u = min
j∈1:s

〈pj, w〉, v = min
j∈(s+1):m

〈−pj , w〉.

Òðîéêà (w, u, v) áóäåò ïëàíîì çàäà÷è (3). Ïðè ýòîì ψ(w, u, v) = u+ v = ϕ(w).
Ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ (2) è (3) óñòàíîâëåíà.

Ïî ëåììå îá ýêâèâàëåíòíîñòè [4, ñ. 11℄ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå�

íèÿ:

• åñëè w∗
� ðåøåíèå çàäà÷è (2), òî (w∗, u∗, v∗), ãäå

u∗ = min
j∈1:s

〈pj, w∗〉, v∗ = min
j∈(s+1):m

〈−pj , w∗〉,

� ðåøåíèå çàäà÷è (3);

• åñëè (w∗, u∗, v∗) � ðåøåíèå çàäà÷è (3), òî w∗
� ðåøåíèå çàäà÷è (2);

• ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

max
w∈B

ϕ(w) = max
(w,u,v)∈Ω

ψ(w, u, v). (4)

Çàäà÷à (3) âñåãäà èìååò ðåøåíèå (w∗, u∗, v∗). Åñëè ψ(w∗, u∗, v∗) > 0, òî âåê�
òîð w∗

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) è ϕ(w∗) > 0. Ïî òåîðåìå 1 âîçìîæíî
ñòðîãîå ëèíåéíîå îòäåëåíèå ìíîæåñòâ P1 è P2.
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3°. Îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ ϕ(w∗) = 0.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. �àâåíñòâî ϕ(w∗) = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïóêëûå îáîëî÷êè ìíîæåñòâ P1 è P2 èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ϕ(w∗) = 0. Íàïîìíèì, ÷òî w∗
� ðåøåíèå çàäà�

÷è (1), (2). Íà îñíîâàíèè (4) çàïèøåì

max
(w,u,v)∈Ω

ψ(w, u, v) = ϕ(w∗) = 0, (5)

òî åñòü íàèáîëüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè çàäà÷è (3) ðàâíî íóëþ. Â òàá�

ëèöå ïðåäñòàâëåíû äàííûå çàäà÷è ËÏ (3).

Òàáëèöà. Äàííûå çàäà÷è (3)

0 . . . 0 1 1

α

−pT1
.

.

.

−pT
s

pT
s+1
.

.

.

pT
m

1
.

.

.

1

0
.

.

.

0

0
.

.

.

0

1
.

.

.

1

0
.

.

.

0

0
.

.

.

0

β En 0 0 e
γ −En 0 0 e

Ïîñòðîèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó:

η(α, β, γ) :=

n
∑

i=1

β[i] +

n
∑

i=1

γ[i] → min,

−
s

∑

j=1

α[j]pj +
m
∑

j=s+1

α[j]pj + β − γ = 0,

s
∑

j=1

α[j] = 1,

m
∑

j=s+1

α[j] = 1,

α > 0, β > 0, γ > 0.

(6)

Ìíîæåñòâî ïëàíîâ ýòîé çàäà÷è îáîçíà÷èì Λ. Ïî ïåðâîé òåîðåìå äâîéñòâåííî�
ñòè çàäà÷à (6) èìååò ðåøåíèå (α∗, β∗, γ∗), ïðè÷åì

η(α∗, β∗, γ∗) = ψ(w∗, u∗, v∗).
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Ñîãëàñíî (5), ïîëó÷àåì η(α∗, β∗, γ∗) = 0. Íî òîãäà

n
∑

i=1

β∗[i] +

n
∑

i=1

γ∗[i] = 0,

β∗ > 0, γ∗ > 0.

Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè β∗ = 0, γ∗ = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ Λ ñëåäóåò, ÷òî

s
∑

j=1

α∗[j]pj =

m
∑

j=s+1

α∗[j]pj ,

s
∑

j=1

α∗[j] = 1,

m
∑

j=s+1

α∗[j] = 1,

α∗[j] > 0, j ∈ 1 : m.

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âûïóêëûå îáîëî÷êè ìíîæåñòâ P1 è P2

èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Íàîáîðîò, ïóñòü âûïóêëûå îáîëî÷êè ìíîæåñòâ P1 è P2 èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Òîãäà ìíîæåñòâî Λ ïëàíîâ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (6) ñîäåðæèò ïëàí (α, β, γ) ñ
β = 0 è γ = 0. Íà íåì çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ðàâíî íóëþ. Âìåñòå ñ òåì,

ó ïðÿìîé çàäà÷è (3) íóëåâîé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ïëàíîì è íà íåì öåëåâàÿ �óíê�

öèÿ òàêæå ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå. Ïî âòîðîé òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè

íóëåâîé ïëàí áóäåò îïòèìàëüíûì äëÿ çàäà÷è (3). Òàêèì îáðàçîì,

max
(w,u,v)∈Ω

ψ(w, u, v) = 0.

Ñîãëàñíî (4),

ϕ(w∗) = max
w∈B

ϕ(w) = max
(w,u,v)∈Ω

ψ(w, u, v) = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ϕ(w∗) = 0 ìíîæåñòâà P1 è P2 íå ìîãóò áûòü

îòäåëåíû ñ ïîìîùüþ ãèïåðïëîñêîñòè.

Ï�ÈÌÅ� 1. Íà ïëîñêîñòè R
2
ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà � P1, ñîñòîÿùåå èç

òî÷åê (1, 0) è (−1, 0), è P2, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê (0, 1) è (0,−1). Èõ íåëüçÿ ñòðî�
ãî îòäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé, òàê êàê âûïóêëûå îáîëî÷êè ýòèõ ìíîæåñòâ

èìåþò îáùóþ òî÷êó (0, 0).

Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü s = 3, m = 6. Ñ�îðìèðóåì â R
2
ìíîæåñòâà P1 =

{p1, p2, p3} è P2 = {p4, p5, p6}, ãäå

p1 =

(

1
−4

)

, p2 =

(

2
2

)

, p3 =

(

6
−5

)

,

p4 =

(

6
−2

)

, p5 =

(

11
−2

)

, p6 =

(

11
2

)

.
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Äëÿ íèõ çàäà÷à ËÏ (3) ïðèíèìàåò âèä

ψ(w, u, v) = u+ v → max,

−w[1] + 4w[2] + u 6 0,

−2w[1]− 2w[2] + u 6 0,

−6w[1] + 5w[2] + u 6 0,

6w[1]− 2w[2] + v 6 0,

11w[1]− 2w[2] + v 6 0,

11w[1] + 2w[2] + v 6 0,

w[1] 6 1, −w[1] 6 1,

w[2] 6 1, −w[2] 6 1.

Íàéäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è:

w∗ =
(

−1,−4

7

)T

, u∗ = −22

7
, v∗ =

34

7
.

Î÷åâèäíî, ÷òî

ψ(w∗, u∗, v∗) = u∗ + v∗ =
12

7
.

Êàê îòìå÷àëîñü â ðàçä. 2°, âåêòîð
(

−1,−4
7

)T
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïëà�

íîì çàäà÷è æåñòêîãî ëèíåéíîãî îòäåëåíèÿ ìíîæåñòâ P1 è P2. Ïðè ýòîì

ϕ(w∗) = ψ(w∗, u∗, v∗) =
12

7
> 0.

Ïî òåîðåìå 1 øèðèíà ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû èìååò ñëåäóþùåå çíà÷åíèå:

h∗ =
ϕ(w∗)

‖w∗‖ =
12√
65
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèå ðàçäåëÿþùåé ïðÿìîé, íóæíî íàéòè èí�

äåêñ i′′, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé 〈w∗, pj〉
ïðè j ∈ 4 : 6, è âåêòîð c. Ïîëó÷àåì i′′ = 4 è

c = p4 +
1
2
h∗

w∗

‖w∗‖ =

(

348/65
−154/65

)

.

Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ðàçäåëÿþùåé ïðÿìîé

x[2] = −7

4
x[1] + 7.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ñòðîãîãî îòäåëåíèÿ ìíîæåñòâ P1 è P2.
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x[1]

x[2]

0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

p1

p2

p3

p4
p5

p6

�èñ. 2. Ñòðîãîå ëèíåéíîå îòäåëåíèå

Ï�ÈÌÅ� 3. Ïóñòü s = 3, m = 6. Ñ�îðìèðóåì â R
2
ìíîæåñòâà P1 =

{p1, p2, p3} è P2 = {p4, p5, p6}, ãäå

p1 =

(

1
−4

)

, p2 =

(

2
2

)

, p3 =

(

6
−5

)

,

p4 =

(

3
−2

)

, p5 =

(

8
−2

)

, p6 =

(

8
2

)

.

Äëÿ íèõ çàäà÷à ËÏ (3) ïðèíèìàåò âèä

ψ(w, u, v) = u+ v → max,

−w[1] + 4w[2] + u 6 0,

−2w[1]− 2w[2] + u 6 0,

−6w[1] + 5w[2] + u 6 0,

3w[1]− 2w[2] + v 6 0,

8w[1]− 2w[2] + v 6 0,

8w[1] + 2w[2] + v 6 0,

w[1] 6 1, −w[1] 6 1,

w[2] 6 1, −w[2] 6 1.
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Íàéäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è:

w∗ =
(

0, 0
)T
, u∗ = 0, v∗ = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî

ϕ(w∗) = ψ(w∗, u∗, v∗) = u∗ + v∗ = 0.

Êàê îòìå÷àëîñü â òåîðåìå 2, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà P1 è P2 íå ìîãóò áûòü

ðàçäåëåíû ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé. �èñ. 3 ïîäòâåðæäàåò òàêîé âûâîä.

x[1]

x[2]

0

1

2

3

−1

−2

−3

−4

−5

1 2 3 4 5 6 7 8 9

p1

p2

p3

p4
p5

p6

�èñ. 3. Èëëþñòðàöèÿ ê ïðèìåðó 3

4°. Îáîçíà÷èì S = {w ∈ R
n | 〈w,w〉 = 1} è ðàññìîòðèì åùå îäèí âàðèàíò

�îðìàëèçàöèè çàäà÷è î ëèíåéíîì îòäåëåíèè äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ P1 è

P2. À èìåííî,

ϕ(w) := max
j∈(s+1):m

〈pj, w〉 − min
j∈1:s

〈pj, w〉 → min
w∈S

. (7)

Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé

min
j∈1:s

〈pj, w〉 = −max
j∈1:s

〈−pj , w〉.

Ñ åå ïîìîùüþ çàäà÷à (7) ïðèâîäèòñÿ ê ñèììåòðè÷íîìó âèäó:

ϕ(w) := max
j∈(s+1):m

〈pj, w〉+max
j∈1:s

〈−pj, w〉 → min
w∈S

. (8)
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Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à (7), (8) èìååò ðåøåíèå w∗.

Çàïèøåì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó, ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷å (8):

ψ(w, u, v) := u+ v → min,

〈−pj , w〉+ u > 0, j ∈ (s+ 1) : m,

〈pj , w〉+ v > 0, j ∈ 1 : s,

〈w,w〉 = 1.

(9)

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîâåðÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ïëàí

(w, u, v) çàäà÷è (9). Âåêòîð w ÿâëÿåòñÿ ïëàíîì çàäà÷è (8). Ïðè ýòîì

ϕ(w) 6 u+ v = ψ(w, u, v).

Íàîáîðîò, ïóñòü w ∈ S. Ïîëîæèì

u = max
j∈(s+1):m

〈pj, w〉, v = max
j∈1:s

〈−pj , w〉.

Òðîéêà (w, u, v) ÿâëÿåòñÿ ïëàíîì çàäà÷è (9). Ïðè ýòîì

ψ(w, u, v) = u+ v = ϕ(w).

Ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ (8) è (9) óñòàíîâëåíà.

Ïî ýêâèâàëåíòíîîñòè, çàäà÷à (9), òàê æå, êàê è çàäà÷à (8), èìååò ðåøåíèå.

Êðîìå òîãî,

• åñëè w∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (7), òî (w∗, u∗, v∗), ãäå

u∗ = max
j∈(s+1):m

〈pj, w∗〉, v∗ = max
j∈1:s

〈−pj, w∗〉,

� ðåøåíèå çàäà÷è (9),

• åñëè (w∗, u∗, v∗) � ðåøåíèå çàäà÷è (9), òî w∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (7),(8),

• ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

min
w∈S

ϕ(w) = min
(w,u,v)∈Ω

ψ(w, u, v), (10)

ãäå Ω � ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (9).
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5°. Äîïóñòèì, ÷òî óäàëîñü íàéòè ðåøåíèå (w∗, u∗, v∗) çàäà÷è (9) (ìåòîäû

ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â äîêëàäå íå îáñóæäàþòñÿ). Êàêîé ìîæíî ñäåëàòü âû�

âîä îá îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâ P1 è P2? Ýòî çàâèñèò îò âåëè÷èíû ψ(w∗, u∗, v∗),
êîòîðàÿ â ñèëó (10) ðàâíà ϕ(w∗). Îòìåòèì, ÷òî

ϕ(w∗) = 〈pj′′ − pj′, w∗〉,

ãäå j′′ ∈ (s + 1) : m è j′ ∈ 1 : s � èíäåêñû, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ìàê�

ñèìóì è ìèíèìóì â ïðåäñòàâëåíèè ϕ(w∗) (ñì. (7)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L1 è L2

ãèïåðïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè

〈w∗, x〉 = 〈w∗, pj′〉 è 〈w∗, x〉 = 〈w∗, pj′′〉

ñîîòâåòñòâåííî.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïóñòü ϕ(w∗) > 0. Òîãäà ïîëîñå, îãðàíè÷åííîé ãèïåðïëîñêî�

ñòÿìè L1 è L2, ïðèíàäëåæàò íåêîòîðûå òî÷êè êàê ìíîæåñòâà P1, òàê

è ìíîæåñòâà P2. Øèðèíà ñìåøàííîé ïîëîñû ðàâíà ϕ(w∗) è ÿâëÿåòñÿ íàè�

ìåíüøåé èç âîçìîæíûõ. Ïîëóïðîñòðàíñòâî {x ∈ R
n | 〈w∗, x〉 > 〈w∗, pj′′〉}

ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà P1 è íå ñîäåðæèò òî÷åê ìíîæåñòâà P2, à ïî�

ëóïðîñòðàíñòâî {x ∈ R
n | 〈w∗, x〉 < 〈w∗, pj′〉} ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà

P2 è íå ñîäåðæèò òî÷åê ìíîæåñòâà P1.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ñîãëàñíî (7) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

max
j∈(s+1):m

〈w∗, pj〉 = min
j∈1:s

〈w∗, pj〉+ ϕ(w∗).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ïóñòü ϕ(w∗) < 0. Òîãäà â îòêðûòîé ïîëîñå, îãðàíè÷åííîé

ãèïåðïëîñêîñòÿìè L2 è L1, îòñóòñòâóþò òî÷êè êàê ìíîæåñòâà P1, òàê è

ìíîæåñòâà P2. Øèðèíà ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû ðàâíà |ϕ(w∗)| è ÿâëÿåòñÿ íàè�

áîëüøåé èç âîçìîæíûõ. Ïîëóïðîñòðàíñòâî {x ∈ R
n | 〈w∗, x〉 > 〈w∗, pj′〉}

ñîäåðæèò âñå òî÷êè ìíîæåñòâà P1, à ïîëóïðîñòðàíñòâî {x ∈ R
n | 〈w∗, x〉 6

6 〈w∗, pj′′〉} ñîäåðæèò âñå òî÷êè ìíîæåñòâà P2.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ñîãëàñíî (7) ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

min
j∈1:s

〈w∗, pj〉 = max
j∈(s+1):m

〈w∗, pj〉+
∣

∣ϕ(w∗)
∣

∣.

Îñòàëîñü âûÿñíèòü, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèå ϕ(w∗) = 0, êîòîðîå â ïî�

äðîáíîé çàïèñè âûãëÿäèò òàê:

min
j∈1:s

〈w∗, pj〉 = max
j∈(s+1):m

〈w∗, pj〉 =: µ.
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ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Ïóñòü ϕ(w∗) = 0. Òîãäà ãèïåðïëîñêîñòè {x ∈ R
n | 〈w∗, x〉 =

= µ} ïðèíàäëåæàò íåêîòîðûå òî÷êè êàê ìíîæåñòâà P1, òàê è ìíîæå�

ñòâà P2. Ïîëóïðîñòðàíñòâî {x ∈ R
n | 〈w∗, x〉 > µ} ñîäåðæèò òî÷êè

ìíîæåñòâà P1 è íå ñîäåðæèò òî÷åê ìíîæåñòâà P2. Ïîëóïðîñòðàíñòâî

{x ∈ R
n | 〈w∗, x〉 < µ} ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà P2 è íå ñîäåðæèò òî÷åê

ìíîæåñòâà P1.

Çàì å ÷ à í è å. Òåîðåìà 3 ñâÿçàíà ñ ìÿãêèì ëèíåéíûì îòäåëåíèåì ìíîæåñòâ P1

è P2, êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ ñìåøàííàÿ ïîëîñà. Òåîðåìà 4 äåìîíñòðèðóåò ðåçóëüòàò

íåñòàíäàðòíîãî ïîäõîäà ê æåñòêîìó îòäåëåíèþ.
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