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Ââåäåíèå

Â ìîáèëüíîé ðîáîòîòåõíèêå ìåòîäû íàâèãàöèè è 
óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü äëÿ 
îáåñïå÷åíèÿ àâòîíîìíîé ðàáîòû ðîáîòîâ. Ýòè 
ìåòîäû ïîçâîëÿþò ðîáîòàì îðèåíòèðîâàòüñÿ â 
ïðîñòðàíñòâå, èçáåãàòü ïðåïÿòñòâèé, ïëàíèðîâàòü 
ìàðøðóòû è âûïîëíÿòü çàäà÷è â ðàçëè÷íûõ 
óñëîâèÿõ îêðóæàþùåé ñðåäû. 

Â îáùåì âèäå, óïðàâëåíèå äâèæåíèåì âêëþ÷àåò 
ïëàíèðîâàíèå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, ëîêàëèçàöèþ 
ðîáîòà îòíîñèòåëüíî îêðóæåíèÿ è âûïîëíåíèå 
êîìàíä óïðàâëåíèÿ ïðèâîäàìè ðîáîòà. 
 
Íàâèãàöèÿ æå îòâå÷àåò çà îïðåäåëåíèå òåêóùåãî 
ïîëîæåíèÿ ðîáîòà è âûáîð îïòèìàëüíîãî ïóòè ê 
öåëè.
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Òåðìèíîëîãèÿ
Äåêîìïîçèöèÿ ìîáèëüíîãî ðîáîòà
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Ïîñòðîåíèå ïóòè

Ëîêàëüíàÿ êîððåêòèðîâêà
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Òåðìèíîëîãèÿ
Ãðàíèöà ìåæäó Motion Control è Navigation
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Motion Control
Navigation

•Íàõîæäåíèå áåçîïàñíîãî ïóòè 
èç òî÷êè À â òî÷êó Á 

•Íàõîæäåíèå ïóòè íàèìåíüøåé 
äëèíû íà êàðòå 

•Ïåðåñòðîéêà ÷àñòè ïóòè ïðè 
ïîëó÷åíèè íîâûõ äàííûõ 
îá îêðóæåíèè 

•Êàðòîãðàôèðîâàíèå 

•Ñëåäîâàíèå íàìå÷åííîìó ïóòè 
•Ðåàêöèÿ íà èçìåíåíèå 
ñîñòîÿíèÿ ðîáîòà èëè ñðåäû



Êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ

Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñöåíû
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Íåïðåðûâíûå Äèñêðåòíûå

Àëãîðèòìû íà 
ãðàôàõ

Ìåòîäû 
ïîòåíöèàëüíûõ 

ïîëåé

Àëãîðèòìû Bug

Ìîäåëü îêðóæåíèÿ (ñöåíû)

Ýâðèñòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñöåíû

Ñëó÷àéíàÿ 
äîðîæíàÿ êàðòà

Ìåòîä 
Ñèëóýòîâ

Íåéðîñåòåâûå àëãîðèòìû

Íå÷¸òêàÿ ëîãèêà



K.N. McGuire, G.C.H.E. de Croon and K. Tuyls / Robotics and Autonomous Systems 121 (2019)

Êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ
Ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ Bug
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Будем говорить что робот сопровождает объект если 
 при s  для некоторого -fence .dist [r(t), ℱ] → 0 t → ∞ Rop ℱ

Рис.1. (a) Точечные объекты • (b) Протяжённые объекты;  
(c) Точки перегиба

Рис.2. Проблемные эквидистанты

[Опр. 2.1]

 (a)                                (b)                                                      (c)       

Îòñëåæèâàíèå ýêâèäèñòàíòû
Ïðèìåð ðåàêòèâíîãî ðåãóëÿòîðà
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Неголономный неполноприводный мобильный планарный 
робот движется с постоянной скоростью  и 
управляется изменением направления движения 
 

 
 
Пободные роботы описываются моделью машины Дубинса


                           (1) 


Уравнение (1) отражает способность робота двигаться вдоль 
пути с кривизной 


На плоскости распологаются  неизвестных объектов;  ый 
объект занимает множество 


In its local frame and within a given visibility distance , the robot 
has access to the part of the scene that is in direct line of sight. 
Also, it is able to update the relative coordinates of the points so 
that to compensate for the robot's own motion, e.g., via odometry

v̄ = v > 0

|ω | < ω̄, ω̄ > 0

·r = v̄ ⃗e(θ)[cos θ
sin θ ]

·θ = ω ∈ [−ω, ω]
r(0) = rin, θ(0) = θin

≥ Rmin = v̄ω̄−1

N i
Di

Rvis

Задачей является достижение и следование 
границы области

D := ⋃
i

Di



Îñíîâíàÿ èäåÿ
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Сопровождающий диск в точке возможного 
мгновенного центра поворота

Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì 

Ïóñòü âìåñòå ñ öåíòðîì ðîáîòà äâèæåòñÿ äèñê 
ðàäèóñîì, ðàâíîìó æåëàåìîìó ðàññòîÿíèþ äî 
îáúåêòîâ. Òîãäà çàäà÷à ìîæåò áûòü 
ñôîðìóëèðîâàíà êàê îòñëåæèâàíèå òî÷êè, 
ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì äèñêà.



Äîïóùåíèÿ è ñîîáðàæåíèÿ
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Граница  содержит жорданову кривую , 
такую, что все объекты лежат в одном полупространстве

( := ∂*d0(D) +

Всякое  либо синглтон, либо ограничено кусочно 
аналитической жордановой кривой. Также .

Di
Di ∩ Dj = ∅ ∀i ≠ j

Множество странных расстояний счётно или пусто.

Последнее допущение означает, что вокруг начального 
местоположения робота достаточно свободного 
пространства. В частности, обозначим  окружность, 
пройденную роботом от начального состояния при 
постоянном управлении .

Cin
±

ω ≡ ± ω̄

Будем называть расстояние  странным если 
выполнено любое из условий:

1. Существует объект  чья граница содержит 

бесконечно много точек в которых ;

2. Существует бесконечно много положений робота  

в которых  и  — синглтон

3. Существует “мост” радиусом .

d⋆ > 0

Di
ϰi(si±) = − d−1

⋆
r ∉ D

dist [r, D] = d⋆ PrD [r]
2d⋆

Если  и допущение 
2.1, 3.1 верно, верно и следущее.


i) Граница компонент связности  множества 
 

представима в виде кусочно аналитической функции


ii) объединение -дисков с центром в  связно и 
ограничено -кривой, называемой основной


iii) Всякая безопасная траектория лежит в заплатке к 
основной -кривой


iv) При , заплатка основной -кривой 
лежит в единственной -кривой

d0 + R не является странным и R ≥ Rop

Qcc
Q(R) := {c ∈ Rext : dist [c, + > R]}

R Qcc
(R, Rop)

(R, Rop)
R ≥ R* ≥ Rop (R, Rop)

(R*, Rop)

[Допущение 2.1]

[Допущение 3.1]

[Лемма 3.1]

[Опр. 3.1]

 и  не являются страннымиd0 d0 + Rop

[Допущение 3.2]

[Лемма 3.2]

Множество  не пусто 
Так же начальное положение робота находится внутри 

.

Q(R) := {c ∈ Rext : dist [c, + > R]}

Q(R)

[Допущение 3.3]



Çàêîí óïðàâëåíèÿ
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Логическое переключение 

3 dR=dist[r, D]−d0≤η(Rop−Rmin) t≥2π/ω̄ 5

где  некоторый параметр регулятораη ∈ (0,1)


χ′ (z) > 0 ∀z, χ(0) = 0,
χ̄ := sup

z∈ℝ
|χ(z) | < ∞, χ̄′ := sup

z∈ℝ
|χ′ (z±) | < ∞

Примерами функции являютя , где  

и 

χ(z) = aχ*(z /b) a, b > 0
χ*(z) = arctan(z), tanh(z), z

1 + z2

ω(t) = ω̄ ×
sgn{ ·dR(t) + μχ[dR]} в режиме 3,
sgn{ ·dRop

(t) + μχ[dRop
]} в режиме 5

[Опр. 4.1]

[Опр. 4.2]

[Опр. 4.3]

Пусть допущения 2.1, 3.1, 3.3 выполнены, а параметры 
 регулятора удовлетворяют допущению 3.2 иRop, R, μ, η







μχ̄ < v, η ∈ (0,1),
μ2 χ̄ χ̄′ 

v v2 − μ2 χ̄2
< Δ

Rmin(Rmin + Δ) , где

Δ := min{R − R+, (1 − η)(Rop − Rmin)}
Тогда робот под действием данного закона управления 
сопровождает объекты в смысле Опр. 2.2, не покидает 

 и движется безопасно.ℛext

[Теорема 4.1]

Расстояние  вычисляется как





Закон переключения логических мод таков








Где  — область между двумя лучами, запоминаемая роботом 
в его СК; постоянное обновление внутренних переменных 
должно осуществляться, например, с помощью одометрии.

dR

dR(t) := {d(t) − d0 в режиме ℭ
R − ∥r(t) − v[A(t)]∥ в режиме =

ℭ ↦ = если PrD[?(t)] не синглтон,
= ↦ ℭ в момент покидания A(t)

A(t)
Производная по времени  может быть числено 
вычислена для известной последовательности .

·dR(t)
dR(t)



Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû
Äâèæåíèå ÷åðåç îáëàñòü ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ
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Рис.3. Мобильный робот следует по эквидистантной кривой 
без переключения режимов управления

Первый тест был проведен с помощью симулятора робототехники 
Gazebo 11 с пакетом ROS DiffBot. Цель - сравнить эффективность 
двух законов навигации при движении вдоль стены.


Закон без переключателей приводит робота к столкновению со 
стеной, поскольку он начинает учитывать свою «переднюю часть» 
только тогда, когда ближайшая точка стены перемещается в эту 
часть. Оказывается, что это слишком поздно для предотвращения 
столкновения.

Рис.4. Мобильный робот следует по эквидистантной кривой 
с переключением режимов управления

Our simulation tests were carried out with 
,  , , . 

The control update period was  and  
was the linear function   
saturated at the threshold .

v = 0.4 m/s ω̄ = 0.6 1/s d0 = 0.41 m μ = 1
0.1 s χ( ⋅ )

chi(z) = 0.025z 1/s
0.1 m



Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû
Êðóãîâîå äâèæåíèå âîêðóã òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ
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Рис.5. сцена симуляции в Matlab

Расстояние между парами объектов не превосходит 
, так что целевая эквидистанта связна.


Поскольку эквидистантная кривая не является гладкой, 
ожидаемо, что в моменты, когда ближайший объект 
изменяется из-за движения робота, наблюдаются выбросы 
ошибки расстояния .


Тем не менее, эти выбросы малы по времени и величине, и 
робот хорошо справляется с задачей.

2d0 = 6.0 m

d(t) − d0



Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû
Êðóãîâîå äâèæåíèå âîêðóã òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ
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Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû
Êðóãîâîå äâèæåíèå âîêðóã ïðîòÿæ¸ííîãî îáúåêòà
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Рис.7. Дифбот Рис.8. Путь робота
Рис.9. Движение робота по эквидистанте к 
протяжённому объекту с сингулярностью

Мобильный робот Дифбот (рис. 7) с дифференциальным 
приводом, оснащенный датчиком LIDAR RPLidar A1 
начального уровня. Данные с датчиков обрабатываются и 
преобразуются в управляющее воздействие на двигатели в 
соответствии с описанной стратегией управления на 
одноплатном компьютере Raspberry Pi 3B+, работающем 
под управлением Ubuntu. Параметры контроллера, 
используемые в экспериментах, такие же, как и в 
описанных ранее симуляциях.

Единственное различие в алгоритмах заключается в 
методах регистрации и обработки данных датчиков: если в 
наших симуляционных тестах все облако точек LIDAR 
обновляется полностью в каждый момент выборки 
датчиков, то в лабораторном роботе точки обновляются по 
одной. LIDAR установлен на верхней части робота, чтобы 
избежать слепых зон. Ни датчик ToF, ни карта сцены не 
использовались. 



DDP
Èëëþñòðàöèÿ MPC
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Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîäõîäû ñíà÷àëà 
âû÷èñëÿþò ïîëíóþ òðàåêòîðèþ óïðàâëåíèÿ  íà 
êàæäîé èòåðàöèè, à çàòåì ìîäåëèðóþò íåëèíåéíóþ 
ñèñòåìó â ðàçîìêíóòîì êîíòóðå ñ ýòîé òðàåêòîðèåé 
, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîñòîÿíèÿ  äëÿ ñëåäóþùåé òî÷êè 
ëèíåàðèçàöèè. 

Differential Dynamic Programming – ðàçíîâèäíîñòü 
ìåòîäà MPC (ôàêòè÷åñêè – çàäà÷è îïòèìàëüíîãî 
óêðàâëåíèÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû íà êîíå÷íîì 
âðåìåííîì èíòåðâàëå) Â îòëè÷èå îò ýòîãî, 
äèôôåðåíöèàëüíîå äèíàìè÷åñêîå 
ïðîãðàììèðîâàíèå (DDP) èñïîëüçóåò 
èçìåíÿþùèéñÿ âî âðåìåíè çàêîí àôôèííîé 

îáðàòíîé ñâÿçè  èç ðåêóðñèè 

Ðèêêàòè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû 
âïåðåä âî âðåìåíè

u

u x

u0
i (xi) = ki + Kixi

Mayne, 1966; Jacobson and Mayne, 1970



DDP – Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïëàíèðîâàíèå òðàåêòîðèè íà ïðèìåðå øàãàþùèõ ðîáîòîâ
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min
x(⋅), u(⋅), λ(⋅)

Cost(x( ⋅ ), u( ⋅ ), λ( ⋅ ))

subject to M(q) ·v + C(q, v)v + τg(q) = STτ + JT(q)λ ∀t ∈ [t0, t1]
ContactConstraints(x(t), λ(t), u(t), Env)
KinematicsConstraints(x(t))
InputConstraints(u(t), x(t))
TaskConstraints(x(t), u(t), λ(t))
TaskConstraints(x(t), u(t), λ(t))



DDP
Ïëàíèðîâàíèå òðàåêòîðèè íà ïðèìåðå øàãàþùèõ ðîáîòîâ
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Функция Гамильтона: H(x, λ, t) = I(x, u) + λTf(x, u)
Функция Гамильтона: u(x, λ) = min s . t . g(x, u) ≤ 0

·λ = − ∇xH(x, λ, u), λ(tN) = IN(xN)сопряжённое состояние

·x = f(x, u), x(t0) = x0состояние системы



DDP
Ïëàíèðîâàíèå òðàåêòîðèè íà ïðèìåðå øàãàþùèõ ðîáîòîâ
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Hk( ⋅ ) = 1
2 [ 1

δxk+1]
T

[
0 VT

xk+1

Vxk+1
Vxxk+1] [ 1

δxk+1] + 1
2

1
δxk
δuk

T 0 IT
xk

IT
uk

Ixk
Ixxk

Ixuk

Iuk
Ixuk

Iuuk

1
δxk
δuk

Воспользуемся линейно-квадратичной аппроксимацией гамильтониана

δu*k (δxk) = H(δxk, vk, vxxk
, δuk, k)

min
δuk

1
2

1
δxk
δuk

T 0 QT
xk

QT
uk

Qxk
Qxxk

Qxuk

Quk
Qxuk

Quuk

1
δxk
δuk

s . t . g(xk ⊕ δxk, uk + δuk) ≤ 0

Оптимальное управление на данном шаге удовлетворяет соотношению



DDP
Ïëàíèðîâàíèå òðàåêòîðèè íà ïðèìåðå øàãàþùèõ ðîáîòîâ
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Пр
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ая
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ка
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я 
по

дс
та
но

вк
а

эволюция системы

оптимальное решение на шаге  k ui+1
k = ui

k + δui
k

xi+1
k+1 = f(xi

k, ui
k)

Vxi = Qxi − QxuiQuu
−1Qui

Vxxi = Qxxi − QxuiQuu
−1Quxi

dV = − 1
2 Qui

TQ−1
uui

Qui

гессиан сопряжённого состояния

якобиан сопряжённого состояния

изменение сопряжённого состояния 
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Вернёмся к шагающим робота 
 
Представление конуса трения

Подход центройдной динамики предлагает 
рассмотрение упрощённой динамики шагающего 
робота как АТТ с соответствующим моментом 
инерции и положением центра масс

Кино-динамика рассматривает же динамику 
движения каждого из звеньев в кинематической 
цепи робота
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Оценка сложности вычислений Tsol

Ix
ref = | |x − xref | |wref
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Оценка точности переноса снятой траектории 



DDP
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×òî äåíü ãðÿäóùèé íàì ãîòîâèò?
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