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Рассматриваемые проблемы
Многие прикладные задачи сводятся к геометрической 

проблеме поиска наименее удалённой от начала координат 
точки некоторого линейного многообразие Y в Rn    при 
различных определениях понятия «близости». В данном 
докладе представлены результаты исследования вопросов:
- как различаются решения получаемые при различных 

определениях понятия «близость»;
- какими свойствами, достоинствами и недостатками 

обладают решения при разных определениях этого 
понятия.
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Данный доклад - развитие материалов 
доклада 30 марта 2023 г. 
«Наименее удаленные от начала 
координат точки линейного 
многообразия» 
на семинаре «Оптимизация, 
машинное обучение, искусственный 
интеллект».





Приложения в моделировании 

1. Задачи оценки параметров зависимостей по 
имеющимся наблюдениям (линейная регрессия). 

2. Выделение и прогнозирование составляющих 
временных рядов. 

3. Поиск допустимых решений максимально 
приближенных к заданному недопустимому. 

4. Экономические модели с минимизацией ущербов 
от дефицита и избытка продукции.

5. Многокритериальные задачи оптимизации. 
Мультисубъектная оптимизация (согласование 
интересов). 



Приложения в вычислительных методах

1. Оптимизация методом внутренних точек.. 
2. Методы использующие линеаризацию.
3. Алгоритмы определения согласованных 

параметров балансовых моделей ближайших к 
заданным несогласованным.

4. Регуляризация: 
4.1. Псевдорешения при несовместных условиях.  
4.2. Поиск решений ближайших к нулевому вектору, 
в т. ч. для противодействия неединственности, 
неустойчивости, неограниченности решений.
  



Линейное многообразие
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Три возможных способа оценки  
параметров линейной аппроксимации

Пусть       заданные положительные весовые
коэффициенты,                 .
          1. Минимизация суммы модулей отклонений

          2. Метод наименьших квадратов

         3. Минимизация максимального отклонения
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Возможные причины введения 
весовых коэффициентов

1. Учёт разной точности наблюдений.
2. Управляемые параметры для достижения 

желаемых результатов.
3. Соизмерение показателей разной природы.
4. Характеристики «ущербов» от отклонений.
5. Учёт разной информативности наблюдений.
6. И др.
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Некоторые причины введения и 
варьирования весовых коэффициентов

1.Экзогенные показатели информативности 
наблюдений при декомпозиции и 
прогнозировании временных рядов (было в 
докладе 30. 3. 23).
2.Для учета степени приближения к границам 
разных ограничений-неравенств в методе 
внутренних точек (было 30. 3. 23).
3. Для ускорения метода итеративной 
линеаризации.
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Весовые коэффициенты в решении 
системы нелинейных уравнений методом 
линеаризации
Это пример использования весовых 

коэффициентов, не являющихся 
соизмерителями точности наблюдений.

Кроме аппроксимации на базе 
наименьших квадратов могут 
использоваться другие постановки в 
том числе на основе метода наименьших 
модулей, чебышевская аппроксимация с 
идейно аналогичными весами. 



Возникающие вопросы

1. Как соотносятся решения получаемые 
минимизацией октаэдральной, евклидовой, 
чебышевской и других возможных норм?

2. Как влияет выбор вектора весовых 
коэффициентов h на получаемые решения ?

3. Как взаимосвязаны решения, получаемые при 
иных, в т. ч. более общих постановках 
(гельдеровские, несимметричные проекции, 
минимизация штрафных функций, парето – 
оптимизация). Двойственные задачи.





Используемые обозначения
- линейное подпространство, параллельное Y,
- линейное подпространство,  ортогональное S.

Для множества       выражения co Q, cl Q обозначают 
выпуклую оболочку Q, замыкание Q.

Если Q – выпуклое множество, то ri Q – множество 
относительно внутренних точек Q (внутренних относительно 
минимального линейного многообразия, содержащего Q ).

Для вектора      обозначим множества номеров его 
компонент с нулевыми, положительными, отрицательными и 
ненулевыми значениями : 
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Первая конкретизация проблемы

Поиск «особых» векторов, с минимальным (не 
сужаемым) носителем, составляющих множество

где  – строгое включение.

Теорема 1. Число векторов в      конечно, не более
где m – размерность Y.
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Нерешенная проблема

• Как назвать векторы из B?
• Это векторы линейного многобразия с минимальным 

(не сужаемым) носителем,       с максимальным (не 
расширяемым) набором номеров нулевых компонент.

•  Для полиэдра аналогичные вектора определяются 
сложнее.

• Предложения можно по мейлу:                
vizork&mail.ru        

• Вариант поддержанный С.П.Шарым 
«Узловые решения»?

• 20



«Узловые» векторы полиэдра (множества 
решений систем линейных неравенств)

• Обладают тремя свойствами.

• 1. С несужаемым носителем.
• 2. С несужаемым набором активных 

ограничений неравенств.
• 3.Среди вышеуказанных только  с Парето-

минимальными абсолютными значениями 
компонент. 
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Уточнение теоремы 1
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Условие «невырожденности» 
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Вторая конкретизация проблемы

Поиск Парето – оптимальных решений 
многокритериальной задачи:

Множество Парето – оптимальных решений

{ }.,,...,1,,: ∑∑ <=≤∈∃¬∈= jjjj qynjqyYyYqQ

.,,...,1min, Yynjy j ∈=→



Конструктивные критерии выявления векторов 
не находящихся и находящихся в Q
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Теорема 2.

Теорема 3.

Теорема 4 (следствие из теорем 2, 3).

Связь Парето – оптимальных
и особых решений.
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Рис 1. Одномерное линейное многообразие в   c двумя 
векторами с минимальным носителем

2R

)}.1,0(:)1({

]},1,0[:)1({

)1,0(),0,1(},,{

21

21

2121

∈−+==

∈−+==

===

λλλ

λλλ

yyqP

yyqQ

yyyyB

2y

1y

1x

2x



29



)( ii qBB =

ii BcoQ = .iB

liqi ,...,1, =

;QQcl =

Устройство Парето – оптимальных решений

iq



31



32



33



34

Рис. 3. Двумерное линейное многообразие в R3 с тремя особыми векторами.  
Линейного многообразия на плоскости многообразия. Прямые линии – точки, 

где одна из компонент вектора многообразия равна нулю. Множество 
евклидовых проекций – относительная внутренность треугольника
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Рис. 3.  Двумерное линейное многообразие в 
четырехмерном пространстве. Прямые линии состоят из 

точек с нулевым значением одной из компонент. Множество Q 
не выпуклое
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Рис. 4. Двумерное линейное многообразие в четырехмерном 
пространстве. Пересечения двух прямых соответствуют опорным векторам 

yi, i = 1, … ,6. Три политопа Q1, i = 1, 2, 3, образуют Q.





Третья конкретизация проблемы

Минимизация штрафной функции: Найти вектор

Пусть  F - множество дифференцируемых функций  f
от векторов    :
1) преобразуемых в результате дифференцируемого 
возрастающего преобразования в строго выпуклые 
функции;
2) таких, что для всех

Теорема 5.  Если то существует и единственный 
вектор y(f).

}.:)(min{arg)( Yyyffy ∈=

,Ff ∈

nRx∈
.,...,1,)( njxsignxfsign jj ==∇

nR



Гёльдеровские и евклидовы нормы

Множеству F принадлежат гёльдеровские нормы

Заданы: – вектор весовых коэффициентов,  
– степенной коэффициент. Им соответствуют 

строго выпуклые функции

При гёльдеровские нормы являются евклидовыми 
нормами. При штрафной функции

проблема решается методом наименьших квадратов.

.)||()( /1 pp
jj

h
p yhy ∑=ρ

nRh ++∈

.||)( ∑= p
jj

h
p yhyϕ

hf 2ϕ=

),1( ∞∈p

2=p



Проекции начала координат на линейное 
многообразие

Определим множество гёльдеровских проекций: 
при фиксированном p > 1 

и при всех p > 1

При p=2 имеем множество евклидовых проекций 

.
1


>

=
p

pPP

.2P

},:)({ nh
pp RhyP +∈= ϕ



,2 PFPP ==



42

Рис. 2. Евклидовы проекции начала координат на линейное 
многообразие. Изменения проекций при увеличении 
соотношения первого ко второму весовых коэффициентов.



Преимущества метода наименьших квадратов

1. Поиск вектора сводится к решению СЛАУ с 
симметричной неотрицательно определенной матрицей (метод 
Холесского, французский военный топограф, погиб в 1918 г. в 
Сербии).
2. Теорема 9 (анонсируется). Вектор является 
непрерывным отображением вектора h>0.
3. За счет выбора весовых коэффициентов h>0 можно получить с 
требуемой точностью любое решение из любой рассмотренной 
постановки.

Старый друг, метод наименьших квадратов –  не 
хуже новых двух!

)( 2
hx ϕ
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Не рассмотрены (оставлены на будущее)

1.Октаэдральные и чебышевские проекции.
2.Несимметричные нормы и проекции.
3.Двойственные задачи проектирования.

4.Применения в методе внутренних точек. 
5.Применение в проблеме выделения 

составляющих временных рядов. 
6.Все для ближайших к началу координат точек 

полиэдров.



Спаси бо за!  
пониманиевнимание!
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