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Детально о фейеровском решателе системы Ax = b, x > 0:
http://oml.cmlaboratory.com/pdf/2023/Erohin_VI_2nov2023.pdf
О фейеровском решателе для задачи Ax = b, x 6 x 6 x:
http://oml.cmlaboratory.com/pdf/2024/20241219_ErohinVI_prez.pdf
О фейеровском решателе задачи ЛП L : Ax = b, x > 0, c>x→ max,
L∗ : A>u > c, b>u→ min
Постановки задач Лин. алгебра Баз. сведения Предистория Теория и практика

A method for solving a dual pair of linear programming
problems based on the fast Fejér type algorithm for
finding a nonnegative solution to a system of linear

algebraic equations

В.И. Ерохин,1 д.ф.м.н., проф.
1Военно-космическая академия имени А.Ф. Можайского, Санкт-Петербург, Россия
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Главная задача и связанные подзадачи

Главная задача

L : Ax = b, x > 0, c>x→ max, L∗ : A>u > c, b>u→ min

Основная задача - создать решатель 1 (Р1) для системы

Ax = b, x > 0

Подзадача 1 - на основе Р1 создать Р2 для системы

Cx 6 d→ (Ax+ y = d, y > 0)

Подзадача 2 - на основе Р1 и Р2 создать Р для системы

Ax = b, x > 0, A>u > c, c>x = b>u→
→ (Ax = b, A>u− y = c, y > 0, c>x = b>u)
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М -фейеровские отображения: Определение

Определение, свойства π̃X+
(x) πX+,λ

(x) Теория π̃X+,λ
(x) Выч. эксперименты

M -фейеровские отображения: Определение

Пусть φ : D → E – некоторое отображение (итерационная функ-
ция), D ⊆ Rn, E ⊆ D, M = {x ∈ D |φ(x) = x} ⊆ E – множество
неподвижных точек отображения φ, {xk} строится по правилу

xk+1 = φ(xk), x0 ∈ D, x0 /∈M, k = 0, 1, . . .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ
Отображение φ называется М -фейеровским, если

M 6= ∅, ‖φ(x)− y‖ < ‖x− y‖ ∀y ∈M,∀(x ∈ D,x /∈M).

(в последующем тексте, в зависимости от контекста, || · || –
евклидова векторная норма или спектральная матричная
норма).

Класс М -фейеровских отображений обозначим через FM .
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Определение, свойства π̃X+
(x) πX+,λ

(x) Теория π̃X+,λ
(x) Выч. эксперименты

Предистория
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Определение, свойства π̃X+

(x) πX+,λ
(x) Теория π̃X+,λ

(x) Выч. эксперименты

Российские исследователи фейеровских отображений

Еремин Иван Иванович (1933-2013)
Академик РАН, г.н.с. отдела математического

программирования УрО РАН
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Чл.-корр. РАН, г.н.с. отдела некорректных
задач и анализа приложений УрО РАН

Попов Леонид Денисович 
д.ф.м.н, в.н.с. отдела математического

программирования УрО РАН

Соколинский Леонид Борисович 
д.ф.м.н, зав. кафедрой «Системное 
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Соколинская Ирина Михайловна 
к.ф.м.н, доцент кафедры 
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Определение, свойства π̃X+
(x) πX+,λ

(x) Теория π̃X+,λ
(x) Выч. эксперименты

Предистория

М: Наука, 1979, 288 с.
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«Наука», 1993, 264 с.

Москва-Ижевск: Институт 
компьютерных исследований, 
НИЦ «Регулярная и хаотическая 
динамика», 2005, 200 с.

Екатеринбург: УрО РАН, 
1998, 248 с.
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М -фейеровские отображения: Базовые конструкции

Определение, свойства π̃X+
(x) πX+,λ

(x) Теория π̃X+,λ
(x) Выч. эксперименты

M -фейеровские отображения: Базовые конструкции для решения
систем линейных алгебраических уравнений и неравенств

1. Отображение πL
на основе проекции точки на полупространство:
L = {x

∣∣l(x) = aTx− β 6 0} , a, x ∈ Rn, β ∈ R1, a 6= 0,
πL(x) = x− λ [l(x)]+ a

/
aTa, λ ∈ (0, 2). ([·]+ – операция

положительной срезки (поэлементная))

2. Отображение π+
на основе проекции точки на Rn+: π+(x) = [x]+

3. Отображение πX
на основе проекции точки на множество решений совместной
СЛАУ: X = {x |Ax = b} , πX(x) = x+A+r(x), r(x) = b−Ax. (A+ –
псевдообратная матрица)

Замечание. Несложно убедиться, что

π+(x) ∈ Rn+, π+(π+(x)) = π+(x), πX(x) ∈ X, πX(πX(x)) = πX(x).
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М -фейеровские отображения: Основные свойства

Определение, свойства π̃X+
(x) πX+,λ

(x) Теория π̃X+,λ
(x) Выч. эксперименты

M -фейеровские отображения: Основные свойства

СВОЙСТВО 1.

Пусть {xk} построена с  помощью    φ ∈ FM .  Тогда 
если {xk} ⋂

M = ∅, то xk → x̄ ∈M , иначе
∃k ∈ N

∣∣∣
xk, xk+1, . . . ∈M .

СВОЙСТВО 2.

Пусть φλ(x) = λφ(x) + (1− λ)x, λ ∈ (0, 1), φ ∈ FM . Тогда
φλ ∈ FM .

СВОЙСТВО 3.

Пусть φj ∈ FM , φ(x) =
∑m

j=1 αjφj(x), αj ≥ 0,
∑m

j=1 αj = 1.
Тогда φ ∈ FM .

СВОЙСТВО 4.

Пусть φj ∈ FMj , φ(x) = φ1(φ2(. . . (φm(x)) . . .),
M =

⋂m
j=1Mj 6= ∅. Тогда φ ∈ FM .
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М -фейеровское отображениe для системы Ax = b, x > 0

Определение, свойства π̃X+
(x) πX+,λ

(x) Теория π̃X+,λ
(x) Выч. эксперименты

Фейеровское отображение для поиска неотрицательного решения
СЛАУ

Заметим, что из отображений π+ и πX может быть
построено отображение

π̃X+(x) = π+(πX(x)) =
[
x+A+r(x)

]
+
,

которое, в силу свойства 4, является X+-фейеровским.

В.И. Ерохин Новое итерационное отображение фейеровского типа πX+,λ ... 11 / 34
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Определение, свойства π̃X+

(x) πX+,λ
(x) Теория π̃X+,λ
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Работы c π̃X+
(x): A ∈ Rm×n, m 6 n, rankA = m, A+ = A>(AA>)−1
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X+-фейеровское отображениe πX+,λ(x) (O&ML, 02.11.2023)

Определение, свойства π̃X+
(x) πX+,λ

(x) Теория π̃X+,λ
(x) Выч. эксперименты

Новое X+-фейеровское отображение πX+,λ(x)

Пусть

πX,λ(x)=x+λA
+r(x), λ∈(0, 2); πX+,λ(x)= |πX,λ(x)|

(| · | – поэлементная операция взятия абсолютной величины)

Очевидно, что отображения πX,λ и πX+,λ непрерывны,
πX,λ : Rn → Rn. Отображение πX+,λ в последующих выклад-
ках будем рассматривать как отображение из Rn+ в Rn+, т.е., как
инструмент порождения итерационных числовых последователь-
ностей {xk} вида

xk+1 = πX+,λ(xk) ∈ Rn+, x0 ∈ Rn+, x0 /∈ X+, k = 0, 1, . . .

Заметим, что отображение πX+,λв литературе ранее не упоми-
налось и его свойства ранее не исследовались.
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Логика приближения к ЛП-решателю

Основной рабочий инструмент – решатель Р1 системы
Ax = b, x > 0

Для Р1 строится вычислительная схема (итерационное
отображение фейеровского типа), выполняется ее теоретическое
обоснование (включая оценку скорости сходимости), приводятся
результаты вычислительных экспериментов.

Примечание: Р1 существенно использует матрицу A+ – псевдооб-
ратную к матрице A.

Подзадачи 1,2: (решатель Р2 системы A>u > c и Р пары
двойственных задач ЛП)

Логика построения решателя Р2 – преобразование задачи и
использование алгоритма, основанного на Р1. Основная
«практическая» задача – построение экономной расчетной схемы
с использованием блочного представления матрицы[
A> −Im

]+ и соответствующих «блочных» вычислений.

В. Ерохин Фейеровский алгоритм решения системы линейных неравенств 14 / 20
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Литература – математический аппарат матричных выкладок

Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. – 5-е изд., – М.: ФИЗМАТ-
ЛИТ, 2010. – 560 с. (Псевдообратная матрица, алгоритм Гре-
вилля)

Алберт А. Регрессия, псевдоинверсия и рекуррентное оцени-
вание. – М.: Наука, 1977. – 224 с. (Псевдообращение блочных
матриц)

Голуб Дж., Ван Лоун Ч. Матричные вычисления. – М.: Мир,
1999. – 548 с. (Формула Шермана-Моррисона-Вудбери)
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Псевдообратная матрица. Детально:
http://oml.cmlaboratory.com/pdf/2023/Erohin_VI_9mar2023.pdf

Пусть A ∈ Rm×n – некоторая матрица, rankA = r 6 min{m,n}.
Псевдообратной к матрице A будем называть матрицу A+ ∈ Rn×m,
для которой выполняются

уравнения Пенроуза:

AA+A = A, (1)

A+AA+ = A+, (2)

(AA+)> = AA+, (3)

(A+A)> = A+A. (4)

Утверждение 1. Для любой матрицы A псевдообратная матрица
A+ существует и является единственной.

В. Ерохин Фейеровский алгоритм решения системы линейных неравенств 16 / 20
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Псевдообращение блочной матрицы [Алберт А., 1977]
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Действия с матрицами
[
A ±Im

]
,
[
A> ±In

]

Формулы псевдообращения

[
A ±Im

]+
=

[
DA+

±Im ∓ADA+

]
, D =

(
In +A+A+>

)−1

[
A> ±In

]+
=

[
DA+>

±In ∓A>DA+>

]
, D =

(
Im +A+>A+

)−1

«Удлиненные» проекции (для Ax > b⇔ Ax− y = b, y > 0)

r = b−Ax+ y, ∆x = DA+r, ∆y = A∆x− r, _
x = x+ λ∆x,

_
y = y + λ∆y.
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Алгоритм решения системы линейных неравенств Ax > b

Шаг 0.
Задать A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, x0 ∈ Rn, y0 ∈ Rm, y0 > 0,

0 < λ < 2. Вычислить A+, D =
(
In +A+A+>)−1, Q = DA+.

Шаг k (k = 1, 2, ...).
Вычислить rk = b−Axk + yk, ∆xk = Qrk,

∆yk = A∆xk − rk, z = yk + ∆yk.
Если z > 0, то x∗ = xk + ∆xk – решение системы

неравенств, работу алгоритма закончить.
Положить xk+1 = xk + λ∆xk, yk+1 =

∣∣yk + λ∆yk
∣∣,

k = k + 1, работу алгоритма продолжить ...
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Спасибо за внимание!
Вопросы?
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