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Ëåììà À. Í. Òèõîíîâà ñâÿçàíà ñ êîððåêöèåé ìàòðèöû íåñîâìåñò�
íîé (ïðîòèâîðå÷èâîé) ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â äàííîì äî�
êëàäå ïðåäëàãàåòñÿ ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû À. Í. Òè�
õîíîâà, îïèðàþùååñÿ òîëüêî íà íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî
äëÿ âåêòîðîâ è óñëîâèå îáðàùåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà â ðàâåíñòâî.
Ñóùåñòâåííî, ÷òî ôîðìóëà äëÿ îïòèìàëüíîé ìàòðèöû íå ¾ïðåäú�
ÿâëÿåòñÿ�ïðîâåðÿåòñÿ¿, à âûâîäèòñÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå
ëåììû À. Í. Òèõîíîâà íà êîððåêöèþ ìàòðèöû íåñîâìåñòíîé ñèñòå�
ìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ñîïðÿæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Âûâåäåíû ôîðìóëû äëÿ îïòèìàëüíîé ìàòðèöû è åå íîðìû.

1°. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

ïåðåâåñòè íåíóëåâîé âåêòîð x ∈ Rn â âåêòîð b ∈ Rm ñ ïîìîùüþ

ìàòðèöû H ∈ Rm×n, èìåþùåé íàèìåíüøóþ åâêëèäîâó íîðìó.

Çàïèøåì ýòó çàäà÷ó â ôîðìàëèçîâàííîì âèäå:

∥H∥2 :=
m∑
i=1

n∑
j=1

(hij)
2 → min,

Hx = b.

(1)

Çàäà÷à (1) èìååò ïðîñòîå ðåøåíèå [1, 2].

*Ñåìèíàð ïî îïòèìèçàöèè, ìàøèííîìó îáó÷åíèþ è èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó ¾O&ML¿
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ËÅÌÌÀ 1 (À. Í. Òèõîíîâ). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ
ìàòðèöà

H∗ =
1

∥x∥2
bxT . (2)

Ïðè ýòîì

∥H∗∥ =
∥b∥
∥x∥

. (3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç hi i-þ ñòðîêó ìàòðèöû H. Òîãäà çàäà�
÷ó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

∥H∥2 :=
m∑
i=1

∥hi∥2 → min,

⟨hi, x⟩ = bi, i ∈ 1 : m.

(4)

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì

|bi| = |⟨hi, x⟩| ⩽ ∥hi∥ · ∥x∥, i ∈ 1 : m.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∥hi∥ ⩾ |bi|
∥x∥

, i ∈ 1 : m. (5)

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
hi = tix

T ïðè íåêîòîðûõ ti ∈ R. Ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (4), ïîëó÷àåì,
÷òî ti = bi

∥x∥2 . Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (5) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî

òîëüêî ïðè hi = h∗
i =

1
∥x∥2 bix

T , i ∈ 1 : m.

Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà H∗ âèäà (2). Äëÿ
íîðìû ýòîé ìàòðèöû ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (3).

Ëåììà äîêàçàíà.

2°. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû íåíóëåâûå âåêòîðû x ∈ Rn, u ∈ Rm è ïðî�
èçâîëüíûå âåêòîðû b ∈ Rm, u ∈ Rn. Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå çàäà÷è (1):

∥H∥2 :=
m∑
i=1

n∑
j=1

(hij)
2 → min,

Hx = b, uTH = vT .

(6)

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [3, 4].
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ËÅÌÌÀ 2 (Îáîáùåííàÿ ëåììà À. Í. Òèõîíîâà). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

uT b = vTx =: α (7)

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (6) áóäåò ìàòðèöà

H∗ =
bxT

∥x∥2
+

uvT

∥u∥2
− αuxT

∥u∥2 · ∥x∥2
. (8)

Ïðè ýòîì

∥H∗∥2 = ∥b∥2

∥x∥2
+

∥v∥2

∥u∥2
− α2

∥u∥2 · ∥x∥2
. (9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå À.Í. Òèõîíîâà çàäà÷à (6) áåç âòîðîãî îãðàíè�
÷åíèÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

H∗
1 =

bxT

∥x∥2
ñ íîðìîé ∥H∗

1∥ =
∥b∥
∥x∥

. (10)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé H2 = H −H∗
1 . Çàäà÷à (6) ïðèìåò âèä

∥H2 +H∗
1∥2 → min,

H2x = 0, uTH2 = vT − uTH∗
1 =: ṽT .

(11)

Êàê èçâåñòíî,
∥H∥2 = tr(HHT ),

ãäå tr(A) � ñëåä êâàäðàòíîé ìàòðèöû A (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ).
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

∥H2 +H∗
1∥2 = ∥H2∥2 + ∥H∗

1∥2 + 2 tr(H2(H
∗
1 )

T ).

Â äàííîì ñëó÷àå

H2(H
∗
1 )

T =
1

∥x∥2
(H2x)b

T = O,

òàê ÷òî
∥H2 +H∗

1∥2 = ∥H2∥2 + ∥H∗
1∥2. (12)

Çàïèøåì çàäà÷ó, ýêâèâàëåíòíóþ (11):

∥H2∥2 = ∥HT
2 ∥2 → min,

HT
2 u = ṽ, xTHT

2 = 0T .
(13)

Ïî ëåììå À.Í. Òèõîíîâà çàäà÷à (13) áåç âòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ èìååò åäèí�
ñòâåííîå ðåøåíèå

(H∗
2 )

T =
ṽuT

∥u∥2
ñ íîðìîé ∥(H∗

2 )
T∥ =

∥ṽ∥
∥u∥

.
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Ïîëó÷èëè, ÷òî

H∗
2 =

uṽT

∥u∥2
, ∥H∗

2∥ =
∥ṽ∥
∥u∥

. (14)

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà (H∗
2 )

T óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó îãðàíè÷åíèþ çàäà�
÷è (13). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óñëîâèÿ (7) èìååì:

H∗
2x =

u

∥u∥2
(ṽTx) =

u

∥u∥2
(vT − uTH∗

1 )x =

=
u

∥u∥2
(vTx− uT (H∗

1x)) =
u

∥u∥2
(vTx− uT b) = 0 .

Çíà÷èò, ìàòðèöà (H∗
2 )

T ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (13), à ìàò�
ðèöà H∗

2 � åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (11). Íàêîíåö, ìàòðèöà

H∗ = H∗
1 +H∗

2 (15)

áóäåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (6).
Ñîãëàñíî (10) è (11) èìååì

H∗ =
bxT

∥x∥2
+

uṽT

∥u∥2
. (16)

Âåêòîð ṽT ïîÿâèëñÿ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è (11). Ïîëó÷èì äëÿ íåãî äðóãîå ïðåä�
ñòàâëåíèå. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (10) è (7). Çàïèøåì

ṽT = vT − uTH∗
1 = vT − (uT b)xT

∥x∥2
= vT − αxT

∥x∥2
. (17)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (16) ïðèíèìàåò âèä

uṽT

∥u∥2
=

uvT

∥u∥2
− αuxT

∥u∥2∥x∥2
. (18)

Òåïåðü ôîðìóëà (8) ñëåäóåò èç (16) è (18).
Íàéäåì êâàäðàò íîðìû îïòèìàëüíîé ìàòðèöû H∗. Â ñèëó (15), (12), (10)

è (14) èìååì

∥H∗∥2 = ∥b∥2

∥x∥2
+

∥ṽ∥2

∥u∥2
. (19)

Ïåðåïèøåì ôîðìóëó (17) â âèäå ðàâåíñòâà ñòîëáöîâ

ṽ = v − αx

∥x∥2
.
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Âû÷èñëèì

∥ṽ∥2

∥u∥2
=

∥v∥2

∥u∥2
− 2α(vTx)

∥u∥2∥x∥2
+

α2

∥u∥2∥x∥2
=

∥v∥2

∥u∥2
− α2

∥u∥2∥x∥2
. (20)

Òåïåðü ôîðìóëà (9) ñëåäóåò èç (19) è (20).
Ëåììà äîêàçàíà.
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