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1°. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R
n
çàäàíû N âåêòîðîâ

x1, x2, . . . , xN . (1)

�àññìîòðèì ìèíèìàêñíóþ çàäà÷ó

ϕ(w) := max
x∈1:N

〈xi, w〉 → min
w∈S

, (2)

ãäå S � åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â R
n
, S = {w ∈ R

n | ‖w‖ = 1}. Ê ýòîé ÷àñòíîé çàäà÷å

ñâîäèòñÿ îáùàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî îòäåëåíèÿ (êàê æåñòêîãî, òàê è ìÿãêîãî)

äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå [1, ïóíêò 4°℄.

2°. Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà �óíêöèè ϕ(w). Îíà âûïóêëà íà R
n
. Îáî�

çíà÷èì ÷åðåç C âûïóêëóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ (1). Î÷åâèäíî, ÷òî

ϕ(w) = max
z∈C

〈z, w〉.

ËÅÌÌÀ 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè âñåõ w ∈ S âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

ϕ(w) > 0, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 0 ∈ C.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî 0 6∈ C. Îáî�
çíà÷èì òî÷êó èç C, áëèæàéøóþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ÷åðåç z0. Èìååì

〈z, z0〉 > 〈z0, z0〉 ïðè âñåõ z ∈ C.

Ïîäåëèâ ýòî íåðàâåíñòâî íà −‖z0‖, ïîëó÷èì

〈z,−z0 / ‖z0‖〉 6 −‖z0‖ ïðè âñåõ z ∈ C. (3)

∗
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Âåêòîð w0 = −z0 / ‖z0‖ ïðèíàäëåæèò S. Ïðè z = z0 íåðàâåíñòâî (3) îáðàùàåò�
ñÿ â ðàâåíñòâî. Çíà÷èò, ϕ(w0) = −‖z0‖, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Äîñòàòî÷íîñòü. Äîïóñòèì, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ, ÷òî ϕ(w1) < 0 ïðè

íåêîòîðîì w1 ∈ S, òî åñòü, ÷òî

max
z∈C

〈z, w1〉 < 0.

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 0 ∈ C.
Ëåììà äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Íåðàâåíñòâî ϕ(w2) < 0 ïðè íåêîòîðîì w2 ∈ S âûïîëíÿåòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 6∈ C.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à (2) èìååò ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç w∗, è ïóñòü

µ = ϕ(w∗).

ËÅÌÌÀ 2. Ïðè µ < 0 ðåøåíèå w∗ çàäà÷è (2) åäèíñòâåííî.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ðå�

øåíèÿ w1 è w2 çàäà÷è (2). Òàê êàê ‖w1‖ = ‖w2‖ = 1, òî

〈w1, w2〉 < 1. (4)

Âîçüìåì ëþáîå α0 ∈ (0, 1), ïðè êîòîðîì âåêòîð

w0 = α0w1 + (1− α0)w2

îòëè÷åí îò íóëåâîãî. Ïîêàæåì, ÷òî ‖w0‖ < 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (4) èìååì

‖w0‖
2 = ‖α0w1 + (1− α0)w2‖

2 = α2

0 + 2α0(1− α0)〈w1, w2〉+ (1− α0)
2 <

< α2

0 + 2α0(1− α0) + (1− α0)
2 = 1.

Îáîçíà÷èì β = ‖w0‖. Âåêòîð
1

β
w0 ïðèíàäëåæèò S. Âîñïîëüçóåìñÿ âûïóê�

ëîñòüþ �óíêöèè ϕ(w) è íåðàâåíñòâîì

1

β
> 1. Ïîëó÷èì

ϕ( 1
β
w0) =

1

β
ϕ(w0) 6

1

β

(

α0ϕ(w1) + (1− α0)ϕ(w2)
)

= 1

β
µ < µ.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ è îòðèöàòåëüíîñòè µ.
Ëåììà äîêàçàíà.
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3°. Åñëè µ < 0, òî ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 1 áóäåò 0 6∈ C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

z0 òî÷êó èç C, áëèæàéøóþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò (ê íóëåâîìó âåêòîðó).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïðè µ < 0 ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

w∗ = −z0 / ‖z0‖ , µ = −‖z0‖ .

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó âûïóêëîñòè è çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà C ïðè

âñåõ z ∈ C èìååì

〈z, z0〉 > 〈z0, z0〉.

Ïîäåëèâ ýòî íåðàâåíñòâî íà −‖z0‖, ïîëó÷èì

〈z,−z0 / ‖z0‖〉 6 −‖z0‖ ïðè âñåõ z ∈ C. (5)

Âåêòîð w0 = −z0 / ‖z0‖ ïðèíàäëåæèò S, ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç (5), ñïðàâåä�
ëèâî ðàâåíñòâî

ϕ(w0) = −‖z0‖ .

Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî ïðè âñåõ w ∈ S âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ϕ(w0) 6 ϕ(w).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê 〈z0,−w〉 6 ‖z0‖, òî

ϕ(w0) = −‖z0‖ 6 〈z0, w〉 6 max
z∈C

〈z, w〉 = ϕ(w). (6)

Íà îñíîâàíèè (6) çàêëþ÷àåì, ÷òî w0 � ðåøåíèå çàäà÷è (2). Â ñèëó åäèí�

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, w∗ = w0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4°. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ϕ(w) > 0 ïðè âñåõ w ∈ S.
Ñîãëàñíî ëåììå 1, 0 ∈ C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàäèóñ ìàêñèìàëüíîãî øàðà ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, âïèñàííîãî â âûïóêëóþ îáîëî÷êó C, è ÷åðåç z0
òî÷êó âíóòðåííåãî êàñàíèÿ ýòîãî øàðà ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà C. Î÷å�
âèäíî, ÷òî r = ‖z0‖.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïðè µ > 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà µ = r è w∗ = z0 / ‖z0‖.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ øàð Br = {w ∈ R
n | ‖w‖ 6 r} ñîäåðæèòñÿ

â C. Ïðè âñåõ w ∈ S èìååì

r = max
z∈Br

〈z, w〉 6 max
z∈C

〈z, w〉 = ϕ(w).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî r 6 µ.
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Ïîêàæåì, ÷òî Bµ ⊂ C. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âåêòîð z1 ∈ Bµ,

êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z2 òî÷êó èç C, áëèæàéøóþ
ê z1. Äëÿ âñåõ z ∈ C ïîëó÷èì

〈z − z1, z2 − z1〉 > 〈z2 − z1, z2 − z1〉.

Ïîäåëèì ýòî íåðàâåíñòâî íà −‖z2 − z1‖. Ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó íåðàâåí�

ñòâó

〈z − z1, w1〉 6 −‖z2 − z1‖ ,

ãäå w1 = −(z2 − z1) / ‖z2 − z1‖. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ

z ∈ C, ïîýòîìó

ϕ(w1) 6 〈z1, w1〉 − ‖z2 − z1‖ 6 ‖z1‖ − ‖z2 − z1‖ .

Íàïîìíèì, ÷òî z1 ∈ Bµ, òî åñòü ‖z1‖ 6 µ. Çíà÷èò,

ϕ(w1) 6 µ− ‖z2 − z1‖ < µ.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ µ.
Èòàê, Bµ ⊂ C. Ïî îïðåäåëåíèþ r èìååì r > µ. Âìåñòå ñ ðàíåå äîêàçàííûì

íåðàâåíñòâîì r 6 µ ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó µ = r.
Äëÿ âåêòîðà w∗ = z0 / ‖z0‖ ïî ïîñòðîåíèþ èìååì

max
z∈C

〈z, w∗〉 = 〈z0, w∗〉 = 〈rw∗, w∗〉 = r = µ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîð w∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè µ > 0 ðåøåíèå çàäà÷è (2), âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåí�

íî.

�åîìåòðè÷åñêèå èäåè, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåî�

ðåì 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ äîñòîÿíèåì îáùåé òåîðèè ìèíèìàêñíûõ çàäà÷ [2, ãëàâà III,

� 3℄.

5°. Òåïåðü ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R
n
äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà

P1 = {ai}i∈I1 è P2 = {aj}j∈I2.

Â äîêëàäå [1, ïóíêò 4°℄ ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ �îðìàëèçàöèÿ çàäà÷è î íàè�

ëó÷øåì ëèíåéíîì îòäåëåíèè òàêèõ ìíîæåñòâ:

ϕ(w) :=max
i∈I1

〈w, ai〉 −min
j∈I2

〈w, aj〉 → min
w∈S

. (7)
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Íàñ èíòåðåñóåò ìÿãêîå îòäåëåíèå. Ïîêàæåì, êàê çàäà÷à (7) ñâÿçàíà ñ ìÿãêèì

ëèíåéíûì îòäåëåíèåì ìíîæåñòâ P1 è P2, è êàê îíà ñâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøåé

ìèíèìàêñíîé çàäà÷å âèäà (2).

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à (7) èìååò ðåøåíèå w∗. Ïðè ýòîì

ϕ(w∗) = 〈w∗, ai′ − aj′〉,

ãäå i′ ∈ I1 è j′ ∈ I2 � èíäåêñû, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ìàêñèìóì è ìèíèìóì

â îïðåäåëåíèè ϕ(w∗). Îáîçíà÷èì ÷åðåç L1 è L2 ãèïåðïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìûå

óðàâíåíèÿìè

〈w∗, x〉 = 〈w∗, ai′〉 è 〈w∗, x〉 = 〈w∗, aj′〉

ñîîòâåòñòâåííî. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ìÿãêîì îòäåëåíèè

ìíîæåñòâ P1 è P2.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïóñòü ϕ(w∗) > 0. Òîãäà ïîëîñå, îãðàíè÷åííîé ãèïåðïëîñêî�

ñòÿìè L1 è L2, ïðèíàäëåæàò íåêîòîðûå òî÷êè êàê ìíîæåñòâà P1, òàê

è ìíîæåñòâà P2. Øèðèíà ñìåøàííîé ïîëîñû ðàâíà ϕ(w∗) è ÿâëÿåòñÿ íàè�

ìåíüøåé èç âîçìîæíûõ. Ïîëóïðîñòðàíñòâî {x ∈ R
n | 〈w∗, x〉 > 〈w∗, ai′〉}

ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà P2 è íå ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà P1, à ïî�

ëóïðîñòðàíñòâî {x ∈ R
n | 〈w∗, x〉 < 〈w∗, aj′〉} ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà

P1 è íå ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà P2.

�èñóíîê èëëþñòðèðóåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû.

�èñ. 1. Èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå
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6°. Ïîêàæåì, êàê çàäà÷à (7) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å âèäà (2).

�àâåíñòâî

min
j∈I2

〈w, aj〉 = −max
j∈I2

〈w,−aj〉

ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü çàäà÷ó (7) â ñèììåòðè÷íîé �îðìå

ϕ(w) :=max
i∈I1

〈w, ai〉+max
j∈I2

〈w,−aj〉 → min
w∈S

. (8)

Ïðåîáðàçóåì �óíêöèþ ϕ(w). Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî èç ìàêñèìóìà ìîæíî
âûíåñòè ñëàãàåìîå, íå çàâèñÿùåå îò èíäåêñà, ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ìàêñèìóì.

Çàïèøåì

ϕ(w) = max
i∈I1

{

〈w, ai〉+max
j∈I2

〈w,−aj〉
}

=

= max
i∈I1

max
j∈I2

〈w, ai − aj〉.

�àçíîñòè ai − aj, i ∈ I1, j ∈ I2, ëèíåéíî óïîðÿäî÷èì. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâà�

òåëüíîñòü âèäà (1). Ïîñëå ýòîãî çàäà÷à (2) áóäåò ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å (8), à

çíà÷èò è çàäà÷å (7).

7°. Ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (7). Çàïè�

øåì çàäà÷ó â óïðîùåííîì âèäå:

ϕ(w) = max
i∈I1

max
j∈I2

〈w, ai − aj〉 → min
w∈S

.

Âîçüìåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå w0 ∈ S. Ïóñòü óæå èìååòñÿ k-å ïðèáëèæå�
íèå wk. Îïèøåì k-þ èòåðàöèþ àëãîðèòìà, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå

wk+1.

Îáîçíà÷èì

Ik1 = {i ∈ I1 | 〈wk, ai〉 = max
i∈I1

〈wk, ai〉} è Ik2 = {j ∈ I2 | 〈wk, aj〉 = min
j∈I2

〈wk, aj〉}

è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

Xk = {ai − aj | i ∈ Ik1 , j ∈ Ik2 }.

×åðåç Ck îáîçíà÷èì âûïóêëóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ Xk.

Èç îáùåé òåîðèè ìèíèìàêñíûõ çàäà÷ [2, ãëàâà III, �3℄ èçâåñòíî, ÷òî, åñëè

0 ∈ Ck, òî òî÷êà wk ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

ϕ(w) → min
w∈Rn

. (9)

À òàê êàê wk ∈ S, òî íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (2). Àëãîðèòì çàâåðøà�

åòñÿ.
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàéäåì íàïðàâëåíèå íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà èç òî÷êè

wk â çàäà÷å (9). Îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è

max
x∈Xk

〈x, w〉 → min
w∈S

. (10)

Òàê êàê 0 6∈ Ck, òî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1 äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé

çàäà÷è. Òî÷êó èç Ck, áëèæàéøóþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò, áóäåì èñêàòü ÌÄÌ�

àëãîðèòìîì [3℄.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç gk ðåøåíèå çàäà÷è (10). Ñïðîåêòèðóåì ýòîò âåêòîð íà

êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîæåñòâà S â òî÷êå wk. Ïîëó÷èì íàïðàâëåíèå

dk = gk − 〈gk, wk〉wk.

�èñ. 2. Ïðîåêòèðîâàíèå íàïðàâëåíèÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà

Åñëè dk = 0, òî âåêòîð wk ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (2).

Âû÷èñëåíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàéäåì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå wk+1 ïî ñëåäóþùåé

èòåðàòèâíîé ïðîöåäóðå. Ïîëîæèì tk = 1. �àññìîòðèì âåêòîð vk = wk + tk
dk

‖dk‖
.

Ñïðîåêòèðóåì åãî íà S è ïîëó÷èì âåêòîð uk = vk
‖vk‖

. Åñëè ϕ(uk) < ϕ(wk), òî
ïîëîæèì wk+1 = uk è ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè íàøåãî àëãîðèòìà.

Èíà÷å, óìåíüøèì tk âäâîå è ïîâòîðíî âûïîëíèì ïðîöåäóðó.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà çàâåðøåíî.
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8°. Ïåðåéäåì ê ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòàì.

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî âûáðàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå w0 ∈ S â îáùåì ñëó�

÷àå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì øèðîêîèçâåñòíóþ �îðìàëèçàöèþ çàäà÷è î ìÿãêîì

îòäåëåíèè ìíîæåñòâ P1 è P2 [4℄:

1

2
‖w‖2 + C

(

∑

i∈I1

ηi +
∑

j∈I2

ηj

)

→ min,

〈w, ai〉+ β > 1− ηi, i ∈ I1,

〈w, aj〉+ β 6 ηj − 1, j ∈ J1

ηi > 0, i ∈ I1, ηj > 0, j ∈ I2,

(11)

ãäå C � øòðà�íîé ìíîæèòåëü. Ïóñòü w′
∗ � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Òîãäà â êà÷å�

ñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ íàøåãî àëãîðèòìà âîçüìåì w0 = w′
∗ / ‖w′

∗‖.
Îòìåòèì, ÷òî íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (11) íå ñîñòàâëÿåò áîëüøîé

ñëîæíîñòè, òàê êàê òåìà ãëóáîêî èçó÷åíà, è ðàçðàáîòàíû ý��åêòèâíûå ïðî�

ãðàììíûå ðåàëèçàöèè [5℄.

Íà ðèñóíêàõ 3�5 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðàçäåëåíèÿ òî÷åê íà ïëîñêîñòè,

ñëåâà � ñ èñïîëüçîâàíèåì w0, à ñïðàâà � íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìîì

ðåøåíèÿ w∗.
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�èñ. 3à. ϕ(w0) ≈ 1.40 �èñ. 3á. ϕ(w∗) ≈ 0.24

�èñ. 4à. ϕ(w0) ≈ 2.90 �èñ. 4á. ϕ(w∗) ≈ 1.29

�èñ. 5à. ϕ(w0) ≈ 3.61 �èñ. 5á. ϕ(w∗) ≈ 2.56
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