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Àííîòàöèÿ

�àáîòà ëåæèò â ðóñëå èññëåäîâàíèé, îñíîâû êîòîðîãî áûëè çàëî�

æåíû è ðàçâèòû â ðàáîòàõ È.È. Åðåìèíà, Â.Â. Âàñèíà, Ë.Ä. Ïîïîâà,

Å.À. Áåðäíèêîâîé, È.Ì. Ñîêîëèíñêîé, À.Â. Åðøîâîé, Å.À. Íóðìèíñêî�

ãî è äðóãèõ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íîâûé âàðèàíò �åéåðîâ�

ñêîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòå�

ìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Óêàçàííîå îòîáðàæåíèå îáú�

åäèíÿåò îïåðàöèþ îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà â ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

è îïåðàöèþ ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà íà íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò, íî íå

ñ ïîìîùüþ òðàäèöèîííîé îïåðàöèè ïîëîæèòåëüíîé ñðåçêè, à ñ ïîìî�

ùüþ ïîýëåìåíòíîé îïåðàöèè âû÷èñëåíèÿ àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ. Äîêà�

çàíà ãëîáàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñõîäèìîñòü ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìà è îöåíåíà

åãî êîíñòàíòà àñèìïòîòèêè. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äåìîíñòðè�

ðóþò çíà÷èòåëüíî áîëåå áûñòðóþ ñõîäèìîñòü èçó÷åííîãî îòîáðàæåíèÿ

ïî ñðàâíåíèþ ñ îòîáðàæåíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè ïîëîæèòåëü�

íîé ñðåçêè. Ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå àëãîðèòìà, åãî òåîðåòè÷åñêîå îáîñ�

íîâàíèå è ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

1°. Ââåäåíèå. Òåîðèÿ, ìåòîäû è ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ëèíåéíîãî ïðî�

ãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ), íà÷àòûå â íîâàòîðñêèõ ðàáîòàõ Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à, íå

îñòàëèñü â ïðîøëîì � îíè ðàçâèâàþòñÿ â íàøè äíè, êîãäà ê ìíîãî÷èñëåí�

íûì ýêîíîìè÷åñêèì, òåõíè÷åñêèì è âîåííûì ïðèëîæåíèÿì ïðèñîåäèíèëèñü

çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìàìè ñîçäàíèÿ ñèñòåì èñêóññòâåííîãî èíòåëëåê�

òà è îáðàáîòêè áîëüøèõ îáúåìîâ äàííûõ. Â õîäå ðåøåíèÿ âûøåóêàçàííûõ

∗
Ñåìèíàð ïî îïòèìèçàöèè, ìàøèííîìó îáó÷åíèþ è èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó ¾O&ML¿
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çàäà÷ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðåøåíèè çàäà÷ ËÏ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè

(ñîòíè òûñÿ÷, ìèëëèîíû ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé). Çàäà÷è òàêîãî ìàñøòà�

áà íå ïîääàþòñÿ ðåøåíèþ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ àëãîðèòìîâ, òàêèõ êàê

ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ ïëàíà èëè ñèìïëåêñ-ìåòîä, è âíèìàíèå

èññëåäîâàòåëåé îáðàùàåòñÿ ê ìåòîäàì ñ òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííîé ïîëèíîìè�

àëüíîé âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ (èëè ëèíåéíîé è áîëåå âûñîêîé ñêîðîñòüþ ñõî�

äèìîñòè), ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ àëãîðèòìû âíóòðåííèõ òî÷åê è �åéåðîâñêèå

îòîáðàæåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì âàæíóþ ÷àñòíóþ çàäà÷ó

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ � çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøå�

íèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñ èñïîëüçîâàíèåì

áûñòðîãî èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà �åéåðîâñêîãî òèïà.

2°. Ïðåäèñòîðèÿ. �àññìàòðèâàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòì è ñî�

îòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå �åéåðîâñêîãî òèïà áûëè îòêðûòû ýêñïåðèìåí�

òàëüíî ïðè ðåøåíèè ïðîèçâîäñòâåííîé çàäà÷è ñîãëàñîâàíèÿ ìàòåðèàëüíîãî

áàëàíñà õèìè÷åñêîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñ íåïðåðûâíûì ïðîèçâîäñòâåííûì öèêëîì

[1, 2℄.

Óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà ïðåäïðèÿòèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòå�

ìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)

Ax = b, (1)

ãäå A ∈ R
m×n

, b ∈ R
m
, b 6= 0, m 6 n, 1 6 rankA 6 m. Çàäà÷à ñîãëàñîâàíèÿ

ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà (â óïðîùåííîé ïîñòàíîâêå) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî�

áû íàéòè íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå x ∈ R
n
ñèñòåìû (1), áëèçêîå, íàñêîëüêî

ýòî âîçìîæíî, ê çàäàííîìó âåêòîðó xèçì > 0, ñîñòàâëåííîìó èç èçìåðåííûõ

çíà÷åíèé ìàññîâûõ ðàñõîäîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåðèàëüíûõ ïîòîêîâ.

Â êà÷åñòâå ñïîñîáà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è áûë èñïîëü�

çîâàí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì �àóññà-Íüþòîíà [3℄, ïðèìåíåííûé ê íåëèíåéíîé

ñèñòåìå óðàâíåíèé

A · diag(y) · y = b (2)

ñ íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì y0 = ((xèçì1 )1/2, . . . , (xèçìn )1/2)⊤. Øàã àëãîðèòìà ñ

íîìåðîì k > 0 èìåë âèä

yk = yk−1 + 1

2
Ã+

(

b− A · diag(yk−1) · yk−1
)

, (3)

ãäå Ã+
� ìàòðèöà, ïñåâäîîáðàòíàÿ ê ìàòðèöå Ã = A · diag(yk−1).

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè y � ðåøåíèå ñèñòåìû (2), òî ðåøåíèå ñèñòåìû (1)

èìååò âèä x = diag(y) · y > 0. Âûáîð ñòàðòîâîé òî÷êè y0, ïîñòðîåííîé íà îñíî�
âå xèçì, ïîçâîëÿë ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ, óñòðàèâàþùèå òåõíîëîãîâ è ìåòðîëîãîâ

ïðåäïðèÿòèÿ, ò. å., â íåêîòîðîé ñòåïåíè áëèçêèå ê xèçì.
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Ñî âðåìåíåì, â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ïðåäïðèÿòèÿ, óâåëè÷èëîñü êîëè÷åñòâî

ýëåìåíòîâ òåõíîëîãè÷åñêîé ñõåìû, óñëîæíèëàñü åå òîïîëîãèÿ è ëîãèêà áàëàí�

ñîâûõ ðàñ÷åòîâ, ÷òî ïðèâåëî ê ðîñòó ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû (1). Ïðè ýòîì ñòà�

ëè áîëåå çàìåòíûìè íåäîñòàòêè àëãîðèòìà (3), òàêèå êàê îòñóòñòâèå ãëî�

áàëüíîé ñõîäèìîñòè (ïðèâîäÿùåå ê íåîáõîäèìîñòè ¾ðó÷íîé¿ êîððåêòèðîâêè

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ) è ¾òÿæåëûé¿ (èç-çà íàëè÷èÿ îáÿçàòåëüíîãî ïåðå�

ñ÷åòà ìàòðèöû Ã+
), èòåðàöèîííûé øàã, ïðèâîäÿùèé ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè

çàäà÷è ê ñóùåñòâåííîìó ðîñòó âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ âòîðîãî íåäîñòàòêà áûëà ðàññìîòðåíà íåëèíåéíàÿ íåãëàä�

êàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

A|x| = b,

ãäå | · | � ïîýëåìåíòíàÿ îïåðàöèÿ âçÿòèÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû, è ýêñïåðè�

ìåíòàëüíî èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü åå ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà �àóñ�

ñà � Íüþòîíà, àíàëîãè÷íîãî (3):

x0 = xèçì; xk = xk−1 + Ā+
(

b−A
∣

∣xk−1
∣

∣

)

, k = 1, 2, . . . , (4)

ãäå Ā = A · diag(s), s = sign(xk−1), sign(·) � ïîýëåìåíòíàÿ îïåðàöèÿ âçÿòèÿ

çíàêà.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî âåêòîð xk−1
íå èìååò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, òðóäîåìêîñòü

ïåðåñ÷åòà ìàòðèöû Ā+
è àëãîðèòìà â öåëîì ñóùåñòâåííî ñíèæàåòñÿ ïî ñðàâ�

íåíèþ ñ àëãîðèòìîì (3), òàê êàê

Ā+ = diag(s) · A+, Ā+(b−A
∣

∣xk−1
∣

∣) = diag(s) ·A+
(

b− A
∣

∣xk−1
∣

∣

)

, (5)

÷òî ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàïðèìåð, óðàâíåíèé Ìóðà�Ïåí�

ðîóçà [4, 5℄. Íåñëîæíûé àíàëèç �îðìóë (5) ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëåíèå A+

ìîæåò áûòü âûïîëíåíî íå íà êàæäîì èòåðàöèîííîì øàãå, à òîëüêî îäèí ðàç

ïåðåä íà÷àëîì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Äëÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè âû÷èñëå�

íèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ìîæíî îðèåíòèðîâàòüñÿ íà îöåíêè òðóäîåìêîñòè

ðàñïðîñòðàíåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðà�

òîâ, ïðèâåäåííûå, íàïðèìåð, â [5, 6℄.

Íî â îáùåì ñëó÷àå âåêòîð xk−1
èìååò íóëåâûå ýëåìåíòû è ïðè ¾íàèâíîì¿

îáíóëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà s �îðìóëû (5) íåâåðíû. Ïðî�

áëåìû àëãîðèòìà (4) ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ äàæå áîëåå ãëóáîêèìè è çàêëþ÷à�

þòñÿ â òîì, ÷òî ãàðàíòèðóþùèå åãî ñõîäèìîñòü çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýëåìåíòîâ âåêòîðà s íåî÷åâèäíû è ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû òîëüêî ìåòîäàìè

íåãëàäêîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð [7, 8℄). Ýêñïåðèìåíòû ñ èõ ¾óãàäûâàíèåì¿

íå èìåëè óñïåõà, íî ïðèâåëè ê àëãîðèòìó (ñ ¾ëåãêèì¿ èòåðàöèîííûì øàãîì)

x0 = xèçì; xk =
∣

∣xk−1 + A+(b−Axk−1)
∣

∣, k = 1, 2, . . . (6)
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Àëãîðèòì (6) îêàçàëàñü ðàáîòîñïîñîáíûì è íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ (ñ ðåàëü�

íûìè äàííûìè) äåìîíñòðèðîâàë ñõîäèìîñòü ê ðåøåíèþ ïðè ïðîèçâîëüíîì

âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Êðîìå òîãî, óêàçàííûé àëãîðèòì âûïîëíÿë�

ñÿ ñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì àëãîðèòì (3), õîòÿ çàòðà÷èâàë äëÿ íàõîæäåíèÿ

ðåøåíèÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî øàãîâ. Ïðè âûáîðå xèçì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ, òàêæå, êàê è äëÿ àëãîðèòìà (3), ïîëó÷àëèñü ðåøåíèÿ, â íåêî�

òîðîé ñòåïåíè áëèçêèå ê xèçì è óñòðàèâàþùèå òåõíîëîãîâ è ìåòðîëîãîâ ïðåä�

ïðèÿòèÿ. Èòåðàöèîííûé øàã àëãîðèòìà (6) îêàçàëñÿ ¾ëåãêèì¿, ïîñêîëüêó îí

íå ñîäåðæàë îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû, âûïîëíÿåìóþ

òîëüêî îäèí ðàç ïåðåä íà÷àëîì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Ýêñïåðèìåíòû ñ àëãîðèòìîì (6), â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâåëè ê ïîÿâëåíèþ åãî

ìîäè�èöèðîâàííîãî âàðèàíòà, ñîäåðæàùåãî ¾ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè¿ λ > 0:

x0 = xèçì; xk =
∣

∣xk−1 + λA+(b− Axk−1)
∣

∣, k = 1, 2, . . . (7)

Íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ (ñ ðåàëüíûìè äàííûìè) âûáîðîì λ > 1 óäàëîñü ñóùå�
ñòâåííî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî øàãîâ àëãîðèòìà äî çíà÷åíèé, ñîïîñòàâèìûõ

ñ êîëè÷åñòâîì øàãîâ àëãîðèòìà (3), ÷òî èëëþñòðèðóåò ïðèâåäåííûé íèæå ðè�

ñóíîê.
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Àëãîðèòì (3)

Àëãîðèòì (6)

Àëãîðèòì (7), λ = 1.2

�èñ. Ïîøàãîâûå íåâÿçêè àëãîðèòìîâ (3), (6), (7) ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

ñîãëàñîâàíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà, ñîäåðæàùåé 136 óðàâíåíèé è

327 íåèçâåñòíûõ

Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ àëãîðèòì (7) òàêæå íàõîäèë íåêîòîðîå

íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïðè ïðîèçâîëüíî âûáðàííîì íà÷àëüíîì

ïðèáëèæåíèè, îäíàêî äàæå ïðè x0 = xèçì îíî óæå ìîãëî îêàçàòüñÿ ¾íåäîñòà�

òî÷íî áëèçêèì¿ ê xèçì.
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Ïîëó÷åííûå â îòíîøåíèè àëãîðèòìà (7) ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ñ

îäíîé ñòîðîíû, ïîêàçàëè åãî îãðàíè÷åííîå ñîîòâåòñòâèå êîíêðåòíîé ïðàêòè÷å�

ñêîé çàäà÷å ñîãëàñîâàíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà. Â òî æå âðåìÿ, óêàçàííûå

ðåçóëüòàòû ïîáóäèëè ïðîâåñòè òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå àëãîðèòìà (íåîáõî�

äèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè, ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü èëè ãëîáàëü�

íàÿ, ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè è ïð.), ÷òîáû âûÿâèòü, èìååò ëè äàííûé àëãîðèòì

ïîòåíöèàë äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëóæèòü èíñòðóìåíòîì ïîèñêà íåîòðèöàòåëüíûõ

ðåøåíèé ÑËÀÓ, âîñòðåáîâàííûì êàê âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, òàê è â

òåîðèè è ìåòîäàõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû óäàëîñü íàéòè, óñòàíîâèâ, ÷òî àëãîðèò�

ìû (6) è (7) ïðèíàäëåæàò ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ M-�åéåðîâñêèõ îòîáðà�

æåíèé.

3°. Îáùèå ñâåäåíèÿ î �åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèÿõ. Ôåéåðîâñêèå

îòîáðàæåíèÿ (èíòåðåñóþùèé íàñ ÷àñòíûé ñëó÷àé M-�åéåðîâñêèõ îòîáðàæå�

íèé ðàññìàòðèâàåòñÿ, íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåãî ïàðàãðà�à) ÿâëÿþòñÿ îáîáùå�

íèåì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé, â êîòîðîì ïîíÿòèå íåïîäâèæíîé òî÷êè îáîá�

ùàåòñÿ äî ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê, à ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ê òî÷êå

îáîáùàåòñÿ äî ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè ê ìíîæåñòâó.

Ñèñòåìíîå èññëåäîâàíèå �åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé (ñ ââåäåíèåì ñîîòâåò�

ñòâóþùèõ òåðìèíîâ è ïîíÿòèé, ÷àñòü èç êîòîðûõ, îòíîñÿùàÿñÿ ê M-�åéåðîâ�

ñêèì îòîáðàæåíèÿì è èõ áàçîâûì êîíñòðóêöèÿì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåé�

íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ïðèâåäåíà â ñëåäóþùèõ äâóõ ïà�

ðàãðà�àõ) áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîòû È.È. Åðåìèíà [9℄. Èñòîðèþ äàëüíåéøèõ

èññëåäîâàíèé ïî øèðîêîìó êðóãó âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ �åéåðîâñêèìè ïðî�

öåññàìè, ìîæíî ïðîñëåäèòü, íàïðèìåð, ïî ìîíîãðà�èÿì [10�14℄ è îáçîðó [15℄.

Óêàæåì òàêæå ðàáîòû íåäàâíåãî âðåìåíè [16�18℄. Íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå

ññûëêè áóäóò ïðèâåäåíû â ïîñëåäóþùåì òåêñòå.

Ïðèçíàííûìè äîñòîèíñòâàìè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, ïîñòðîåííûõ íà

�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèÿõ, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå êà÷åñòâà:

� âîçìîæíîñòü äåêîìïîçèöèè (ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ, çà�

äà÷ ËÏ è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ïàðàëëåëüíûå

âû÷èñëåíèÿ);

� ãëîáàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñõîäèìîñòü;

� óñòîé÷èâîñòü ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ, ñàìîèñïðàâëÿåìîñòü;

� âîçìîæíîñòü îáðàáîòêè äèíàìè÷åñêèõ (èçìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè) äàí�

íûõ;

� ïðèãîäíîñòü äëÿ ââîäà àëãîðèòìîâ âíóòðåííèõ òî÷åê â äîïóñòèìóþ îá�

ëàñòü ðåøàåìîé çàäà÷è;

� âîçìîæíîñòü àäàïòàöèè ê ðåøåíèþ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, â òîì ÷èñëå

ïîèñêà ïñåâäîðåøåíèé íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ

è çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðíîé ñëàáîñòüþ �åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ

ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü. Âíèìàíèå íà ýòîì íåäîñòàòêå íå âñåãäà àêöåíòèðóåòñÿ

àâòîðàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé, íî ¾ìåæäó ñòðîê¿ (à òàêæå ïî âðå�

ìåíè ñ÷åòà è êîëè÷åñòâó èòåðàöèé, ïðèâîäèìûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òàáëèöàõ

ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ) îíî ïðîñëåæèâàåòñÿ â ïóáëè�

êàöèÿõ, ðàññìàòðèâàþùèõ âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåàëèçàöèé

�åéåðîâñêèõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ïàðàëëåëü�

íûõ âû÷èñëåíèé (ñì., íàïðèìåð [19�24℄). Ïðåîäîëåíèå óêàçàííîãî íåäîñòàòêà

ÿâëÿåòñÿ (íàðÿäó ñ òåîðåòè÷åñêèìè îáîñíîâàíèÿìè) îäíîé èç çàäà÷ äàííîé

ðàáîòû.

M-�åéåðîâñêèå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü D ⊆ R
n
, ϕ : D −→ D � íåêîòîðîå

îòîáðàæåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæå�

íèÿ ϕ, ò. å.
M =

{

x ∈ D | ϕ(x) = x
}

.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Îòîáðàæåíèå ϕ íàçûâàåòñÿ M-�åéåðîâñêèì, åñëè

M 6= ∅ è âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

‖ϕ(x)− y‖ < ‖x− y‖ ∀ x ∈ D\M, ∀ y ∈ M. (8)

Â íåðàâåíñòâå (8) è äàëåå âî âñåì òåêñòå ñòàòüè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìâî�

ëîì || · || îáîçíà÷åíà åâêëèäîâà âåêòîðíàÿ íîðìà.

Êëàññ M-�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç FM .

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó

◦ x0 ∈ D\M ;
◦ xj+1 = ϕ(xj), j = 1, 2, . . .

(9)

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ M-�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü {xk} ïî�
ñòðîåíà ïî ïðàâèëó (9) ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ϕ ∈ FM .

Ñâîéñòâî 1. Åñëè {xk}∩M = ∅, òî xk −−−→
k→∞

y ∈ M . Èíà÷å íàéäåòñÿ òàêîå

k ∈ N, ÷òî xj ∈ M ïðè âñåõ j > k.
Ñâîéñòâî 2. Ïóñòü λ ∈ (0, 1). Îòîáðàæåíèå âèäà λϕ(x)+(1−λ)x ÿâëÿåòñÿ

M-�åéåðîâñêèì.

Ïóñòü ϕj ñîîòâåòñòâóþùèå Mj-�åéåðîâñêèå îòîáðàæåíèÿ, j = 1 : m, M =
⋂

j=1:m

Mj 6= ∅.

Ñâîéñòâî 3. Îòîáðàæåíèå âèäà

ϕ(x) =
∑

j=1:m

λjϕj(x) ïðè λj > 0,
∑

j=1:m

λj = 1,

ÿâëÿåòñÿ M-�åéåðîâñêèì.

Ñâîéñòâî 4. Îòîáðàæåíèå âèäà ϕ(x) = ϕ1(ϕ2(. . . ϕm(x) . . .)) ÿâëÿåòñÿ

M-�åéåðîâñêèì.
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Áàçîâûå êîíñòðóêöèè M-�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ

ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Ïîëîæèì

R
n
+ � íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò, [x]+ = max{0, x} � ïîýëåìåíòíàÿ îïåðàöèÿ

ïîëîæèòåëüíîé ñðåçêè âåêòîðà x ∈ R
n
.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ áàçîâûõ îòîáðàæåíèé, èñïîëüçóåìûõ â äàëü�

íåéøåì.

Ï ð è ì å ð 1. Ïóñòü X = {x ∈ R
n | Ax = b} � ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñè�

ñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåïóñòî. Ïðîåêöèÿ ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè x ∈ R
n
íà X çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì πX(x) = x + A+(b − Ax), ãäå A+

(êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå) � ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Ï ð è ì å ð 2. Ïðîåêöèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ R
n
íà M = R

n
+ çàäàåòñÿ

îòîáðàæåíèåì ¾ñðåçêà¿ C(x) = [x]+. Îíî ïðèíàäëåæèò êëàññó FM , ò. ê. ÿâëÿ�

åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì prox-îòîáðàæåíèé (ñì. ñëåäñòâèå 3.7 â ìîíîãðà�èè [13,

ðàçä. 3.3, ãë. I℄) è ïðè ýòîì

C(x) = argmin{‖x− y‖ : y ∈ M}.

Ï ð è ì å ð 3. Ââåäåì îòîáðàæåíèå CX+
(x), êàê ñóïåðïîçèöèþ îòîáðàæå�

íèé C(x) è πX(x), à èìåííî

CX+
(x) := C(πX(x)) = [x+ A+(b− Ax)]+, (10)

ãäå

X+ := R
n
+ ∩X = {x ∈ R

n | Ax = b, x > 0}.
Â ñèëó ñâîéñòâà 4 (ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà) îíî ÿâëÿåòñÿ X+-�åéåðîâñêèì.

Îòîáðàæåíèå CX+
âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòàõ [12�15, 20�22℄, íî íå ÿâëÿëîñü

ïðåäìåòîì îòäåëüíîãî òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Â

ðàáîòàõ, èñïîëüçóþùèõ îòîáðàæåíèå CX+
, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà A èñ�

ñëåäóåìîé ÑËÀÓ èìååò ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü

ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó â âèäå

A+ = A⊤
(

AA⊤
)−1

. (11)

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Òðåáîâàíèå ïîëíîòû ñòðî÷íîãî ðàíãà ìàòðèöû A ÿâ�

ëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì, è â äàííîé ðàáîòå íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò

ó÷èòûâàòü, ÷òî â ñëó÷àå íåïîëíîòû ðàíãà ìàòðèöû A �îðìóëà (11) íåïðèìå�

íèìà, è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

áîëåå îáùèå ìåòîäû (ñì., íàïðèìåð, [5, 6℄).

Ñ äðóãèìè êîíñòðóêöèÿìè M-�åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèé ìîæíî îçíàêî�

ìèòñÿ â [13, � 1, ãë. III℄. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå îòîá�

ðàæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ π(π(x)) = π(x).
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4°. Äâà íîâûõ �åéåðîâñêèõ îòîáðàæåíèÿ äëÿ ïîèñêà íåîòðèöà�

òåëüíîãî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ: íåçíà÷èòåëüíî ìîäè�èöèðîâàííîå ¾êëàñ�

ñè÷åñêîå¿ (áàçà ñðàâíåíèÿ) è ¾óñêîðåííîå¿ (îñíîâíîé ïðåäìåò èñ�

ñëåäîâàíèÿ). Ïîëîæèì r(x) = b − Ax, λ > 0. �àññìîòðèì åñòåñòâåííóþ

ìîäè�èêàöèþ îòîáðàæåíèÿ (10):

Cλ
X+

(x) :=
[

x+ λA+r(x)
]

+
. (12)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè λ = 1 ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå (10). Òàêèì îáðàçîì,

îòîáðàæåíèå (12) ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçîâàííûì ïî λ ñåìåéñòâîì îòîáðàæå�

íèé. Â ëèòåðàòóðå ÷èñëî λ íàçûâàþò êîý��èöèåíòîì ðåëàêñàöèè.

Ââåäåì åùå îäíî îòîáðàæåíèå

Aλ
X+

(x) :=
∣

∣x+ λA+r(x)
∣

∣, (13)

ãäå | · | � ïîýëåìåíòíàÿ îïåðàöèÿ âçÿòèÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ (12) è (13) ÿâëÿþòñÿ X+-�åéåðîâ�

ñêèìè ïðè λ ∈ (0, 2). Îòîáðàæåíèå Cλ
X+
, ó÷èòûâàÿ ïóáëèêàöèè, ïîñâÿùåííûå

åãî ïðîòîòèïó � îòîáðàæåíèþ CX+
, áóäåì ñ÷èòàòü ¾êëàññè÷åñêèì¿ è ðàññìàò�

ðèâàòü êàê áàçó äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ íîâûì, ¾óñêîðåííûì¿ îòîáðàæåíèåì Aλ
X+
,

ÿâëÿþùèìñÿ îñíîâíûì ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû.

�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü X = {x ∈ R
n | Ax = b} íåïóñòî. Îòîáðàæåíèå

Pλ
X(x) = x+ λA+r(x)

ÿâëÿåòñÿ X-�åéåðîâñêèì ïðè λ ∈ (0, 2).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàäî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (ñì. (8))

‖Pλ
X(x)− y‖ < ‖x− y‖ ∀ x ∈ R

n\X, ∀ y ∈ X. (14)

Çà�èêñèðóåì äâà âåêòîðà x è y èç Rn
, òàêèå, ÷òî x /∈ X , y ∈ X . Òîãäà

b = Ay, r(x) = A(y − x). (15)

Ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

Pλ
X(x) = x+ λA+(b−Ax) = x+ λA+A(y − x) = y + (x− y) + λA+A(y − x)

èëè

Pλ
X(x)− y = (x− y) + λA+A(y − x) = (1− λ)A+A(x− y) + (I − A+A)(x− y) =

= (1− λ)P (x− y) +Q(x− y) = (1− λ)p+ q.

Çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, P � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð â ëèíåéíîå ïîä�

ïðîñòðàíñòâî L ñòðîê ìàòðèöû A, Q � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð â ëèíåéíîå
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ïîäïðîñòðàíñòâî L⊥
, ÿâëÿþùèåñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàí�

ñòâà L. Ïîýòîìó äëÿ p := P (x − y) è q := Q(x − y) ñïðàâåäëèâî, ÷òî p⊥q è â

ñèëó ñâîéñòâ åâêëèäîâîé íîðìû

‖p‖2 + ‖q‖2 = ‖x− y‖2. (16)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

‖Pλ
X(x)− y‖2 = (1− λ)2‖p‖2 + ‖q‖2 = ‖x− y‖2 + λ(λ− 2)‖p‖2. (17)

Ïîêàæåì, ÷òî p 6= 0 ïðè x /∈ X , y ∈ X . Ïðåäëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü

p = P (x− y) = 0. Òîãäà, â ñèëó (15) è ðàâåíñòâ AP = AA+A = A, èìååì

Px = Py ⇒ APx = APy ⇒ Ax = Ay = b ⇒ x ∈ X.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî â ðàâåíñòâå (17) ïðè λ ∈ (0, 2) âòîðîå ñëàãàåìîå λ(λ −
2)‖p‖2 < 0, à ñëåäîâàòåëüíî è ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (14).

Äàëåå âñþäó, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî

X+ = {x ∈ R
n | Ax = b, x > 0} íåïóñòî.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Îòîáðàæåíèå Cλ
X+

(x) = [x + λA+r(x)]+ ïðèíàäëåæèò êëàñ�

ñó FX+
ïðè âñåõ λ ∈ (0, 2).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç ïðèìåðà 3 è ëåììû 1. Äåéñòâèòåëüíî,

îòîáðàæåíèå Cλ
X+

ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé X-�åéåðîâñêîãî îòîáðàæåíèÿ Pλ
X

è îòîáðàæåíèÿ ¾ñðåçêà¿ íà R+, à èìåííî

Cλ
X+

(x) = [Pλ
X(x)]+.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Íèæå áóäåò ïîëåçåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

ËÅÌÌÀ 2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣

∣

∣
|α+ β| − α

∣

∣

∣
6 |β| ∀ α > 0, β ∈ R.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûìè íåðàâåíñòâàìè

|α+ β| 6 |α|+ |β|,
|α + β| > |α| − |β|.

Èç îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ âû÷òåì íåîòðèöàòåëüíîå α, ïîëó÷èì

|α+ β| − α 6 |α|+ |β| − α = |β|,
|α + β| − α > |α| − |β| − α = −|β|.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



10

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Îòîáðàæåíèå Aλ
X+

(x) =
∣

∣x + λA+r(x)
∣

∣

ïðèíàäëåæèò êëàñ�

ñó FX+
ïðè âñåõ λ ∈ (0, 2).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x /∈ X+, y ∈ X+. Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ,

÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1, ïîëó÷èì

Aλ
X+

(x) =
∣

∣y + (x− y) + λA+A(y − x)
∣

∣ =
∣

∣y + (1− λ)p+ q
∣

∣.

Òîãäà

∣

∣Aλ
X+

(x)− y
∣

∣ =
∣

∣

∣

∣

∣y + (1− λ)p+ q
∣

∣− y
∣

∣

∣
.

Ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ðåçóëüòàò ëåììû 2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî y ∈
R+, èìååì

∣

∣Aλ
X+

(x)− y
∣

∣ 6
∣

∣(1− λ)p+ q
∣

∣.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïîýëåìåíòíî.

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1, èñïîëüçóÿ

ðàâåíñòâî (17) è ÷òî p 6= 0 ïðè x /∈ X+, y ∈ X+, ïîëó÷èì

∥

∥Aλ
X+

(x)− y
∥

∥

2
6 ‖x− y‖2 + λ(λ− 2)‖p‖2 < ‖x− y‖2 ïðè λ ∈ (0, 2). (18)

Ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå Aλ
X+

ÿâëÿåòñÿ X+-�åéåðîâñêèì.

5°. Àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, îñíî�

âàííûé íà îòîáðàæåíèè Aλ
X+
. Ïåðåä òåì, êàê ïðèâåñòè ðàáî÷óþ ñõåìó ïî

ïîèñêó íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

Ax = b, x > 0, (19)

îïèøåì ïðàâèëî âûõîäà èç àëãîðèòìà â ñëó÷àå íåñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (19).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

ËÅÌÌÀ 3. Ïóñòü x̂ = A+b. Äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ R âû÷èñëèì d = A+(b −
Ax). Åñëè

d 6 0, x̂⊤d > 0, (20)

òî ñèñòåìà (19) íåñîâìåñòíà.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ñèñòåìû (19) ñîïîñòàâèì àëüòåðíàòèâíóþ

A⊤z 6 0, b⊤z > 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Ôàðêàøà � Ìèíêîâñêîãî (îá àëüòåðíàòèâàõ, [25�

27℄). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû, âåêòîð z∗ =
(

A+
)⊤

d ÿâ�

ëÿåòñÿ ðåøåíèåì àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (20), èìååì

A⊤z∗ = A⊤
(

A+
)⊤

d =
(

A+A
)⊤

d = A+Ad = A+AA+(b−Ax) = A+(b−Ax) = d 6 0,

b⊤z∗ = b⊤
(

A+
)⊤

d =
(

A+b
)⊤

d = x̂⊤d > 0.

×òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Åñëè x̂ = A+b < 0, òî ñèñòåìà (19) íåñîâìåñòíà. Äåé�

ñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè x = 0 èìååì d = x̂.

Àëãîðèòì (íà îñíîâå îòîáðàæåíèÿ Aλ
X+
)

È í è ö è à ë è ç à ö è ÿ.

• Òðåáóåòñÿ åäèíîæäû âû÷èñëèòü ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó A+
è âåêòîð

x̂ = A+b. Åñëè x̂ < 0, òî ñèñòåìà (19) íåñîâìåñòíà. Ïðîöåññ çàêîí÷åí.

• Ôèêñèðóåì ïàðàìåòð λ ∈ (0, 2).

• Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0
áåðåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç

R
n
+.

Î á ù è é ø à ã.

1) Ïóñòü óæå èìååòñÿ k-å ïðèáëèæåíèå xk
.

• Âû÷èñëèì dk = A+(b−Axk). Åñëè dk 6 0 è x̂⊤dk > 0, òî ñèñòåìà (19)
íåñîâìåñòíà. Ïðîöåññ çàêîí÷åí.

• Âû÷èñëèì yk = xk + dk. Åñëè yk > 0, òî ñèñòåìà (19) èìååò ðåøå�

íèå x∗ = yk. Ïðîöåññ çàêîí÷åí.

2) Èíà÷å xk+1 =
∣

∣xk + λdk
∣

∣

� î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå.

Ç à ì å ÷ à í è å 2. Ïî ïîñòðîåíèþ âñå ïðèáëèæåíèÿ xk
ëåæàò â íåîòðè�

öàòåëüíîì îðòàíòå.

Ç à ì å ÷ à í è å 3. Âåêòîð yk = xk + dk ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè xk
íà

ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b, ò. å. yk = πX(x
k) (ñì. ïðèìåð 1).

Ç à ì å ÷ à í è å 4. Àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì ñïðàâåäëèâ è äëÿ îòîáðàæå�

íèÿ Cλ
X+
. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå â òîì, ÷òî î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå íåîáõîäèìî

âû÷èñëÿòü ïî �îðìóëå

xk+1 =
[

xk + λdk
]

+
.

6°. Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè îòîáðàæåíèé Aλ
X+

è

Cλ
X+
. Ïîêàæåì, ÷òî ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ xk

, ïîðîæäàå�

ìûõ îòîáðàæåíèÿìè Aλ
X+

è Cλ
X+
, à òàêæå ñõîäèìîñòü íîðì ñîîòâåòñòâóþùèõ

íåâÿçîê ‖r(xk)‖ èìååò ïîðÿäîê íå íèæå ïåðâîãî, è îöåíèì ñîîòâåòñòâóþùèå

êîíñòàíòû àñèìïòîòèêè. �åçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ïî�

ñëåäîâàòåëüíîñòåé ‖r(xk)‖ áóäóò ïîëåçíû ïðè àíàëèçå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ�

ïåðèìåíòîâ, ïîñêîëüêó èõ ýëåìåíòû ìîæíî ðåàëüíî âû÷èñëèòü, â îòëè÷èå îò

âåëè÷èí ‖ϕ(xk)− y‖, ‖xk − y‖, âõîäÿùèõ â îïðåäåëåíèå (8).
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�àññìîòðèì ïðè λ ∈ (0, 2) îòîáðàæåíèå Aλ
X+

(ñì. (13)) è ïîðîæäàåìóþ èì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk
, çàäàâàåìóþ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

xk+1 =
∣

∣xk + λA+r(xk)
∣

∣. (21)

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà Õî��ìàíà (ñì. [13, 26, 27℄). Ïðèâåäåì å¼

äëÿ ïðîöåññà (21). Ïóñòü S = conv{xk}. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ

÷òî,

∣

∣x−X+

∣

∣ 6 C‖b− Ax‖ äëÿ âñåõ x ∈ S, (22)

ãäå

∣

∣x − X+

∣

∣ = inf
y∈X+

‖x − y‖. Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà C çàâèñèò òîëüêî îò

ìàòðèöû A.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (22). Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî�

ñòè xk
, ïîðîæäàåìîé ñîîòíîøåíèåì (21), âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

∣

∣xk+1 −X+

∣

∣ 6 Θ
∣

∣xk −X+

∣

∣, (23)

ãäå Θ ∈ (0, 1) è ïðèíèìàåò âèä

Θ =

(

1 +
λ(λ− 2)

C2‖A‖2
)1/2

. (24)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê îòîáðàæåíèå Aλ
X+

� X+-�åéåðîâñêîå, òî â ñèëó

ñâîéñòâà 1, èìååì xk −−−→
k→∞

y ∈ X+. Èç ðàâåíñòâ (15) âûòåêàåò

r(xk) = b− Axk = A(y − xk) = AA+A(y − xk) = AP (y − xk) = Apk.

Îòêóäà

‖pk‖ >
‖r(xk)‖
‖A‖ .

Â òîæå âðåìÿ, èç óñëîâèÿ (22) âûòåêàåò, ÷òî

‖r(xk)‖ >
|xk −X+|

C
.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ, ñëåäóåò îöåíêà (ïðè ëþáîì

y ∈ X+)

‖pk‖ >
|xk −X+|
C‖A‖ . (25)
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Òåïåðü ìîæåì ïåðåéòè ê âûêëàäêàì ïî óñòàíîâëåíèþ îöåíêè (23). Âûáåðåì

y èç X+ òàê, ÷òîáû ‖xk − y‖ = inf
y∈X+

‖xk − y‖ =
∣

∣xk −X+

∣

∣

. Â ñèëó (18), (25) è

λ ∈ (0, 2), èìååì

∣

∣xk+1 −X+

∣

∣

2
6 ‖xk+1 − y‖2

(18)

6 ‖xk − y‖2 + λ(λ− 2)‖pk‖2
(25)

6

6 ‖xk − y‖2 + λ(λ− 2)
|xk −X+|2
C2‖A‖2 =

∣

∣xk −X+

∣

∣

2
+ λ(λ− 2)

|xk −X+|2
C2‖A‖2 =

=

(

1 +
λ(λ− 2)

C2‖A‖2
)

∣

∣xk −X+

∣

∣

2
= Θ2

∣

∣xk −X+

∣

∣

2
.

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî C‖A‖ > 1, à ïîòîìó âåëè÷èíà Θ èç èíòåðâàëà

(0, 1). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ â ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (25) âûðàæåíèå

‖xk − y‖ > ‖pk‖ (ñì. (16)), à â ïðàâóþ �

∣

∣xk −X+

∣

∣ = ‖xk − y‖, ïîëó÷èì

‖xk − y‖ > ‖pk‖ >
|xk −X+|
C‖A‖ =

‖xk − y‖
C‖A‖ . (26)

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå Aλ
X+

ïîðîæäàåò ñõîäÿùèéñÿ ïðîöåññ, à ïîðÿ�

äîê åå ñõîäèìîñòè � íå íèæå ïåðâîãî.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (22), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk
ïî�

ðîæäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (21). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖r(xk)‖ −−−→
k→∞

0 è

ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖r(xk+1)‖ 6 Θr‖r(xk)‖. (27)

Çäåñü êîíñòàíòà Θr =
√

C2‖A‖2 + λ(λ− 2).

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3,

ïðèìåíèòåëüíî ê íåðàâåíñòâó ‖r(x)‖ (15)

= ‖A(y − x)‖ 6 ‖A‖ · ‖(y − x)‖. �

Ç à ì å ÷ à í è å 5. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîíñòàíòû Θ (ñì. (24)) è Θr

âçàèìîñâÿçàíû ïî �îðìóëå

Θr = C‖A‖Θ.

Òàê êàê C‖A‖ > 1 (ñì. (26)), à Θ ∈ (0, 1), òî âåëè÷èíà Θr òåïåðü íåîáÿçà�

òåëüíî èç èíòåðâàëà (0, 1). ßñíî, ÷òî êîíñòàíòà Θr áóäåò ìåíüøå 1 ïðè êîí�

êðåòíîì λ ∈ (0, 2), åñëè òîëüêî

C‖A‖ 6
√

2− (1− λ)2 6
√
2.

Ç à ì å ÷ à í è å 6. Ïîëó÷åííàÿ äëÿ êîíñòàíòû Θ îöåíêà (24) èìååò âèä,

î÷åíü áëèçêèé ê âèäó îöåíîê ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíñòàíò, ïîëó÷åííûõ ðàíåå

ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè �åéåðîâñêèõ ïðîöåññîâ (ñì., íàïðèìåð, [12�14℄).
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Àíàëîãè÷íûå òåîðåìàì 3 è 4, ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ è äëÿ îòîáðàæå�

íèÿ

Cλ
X+

(x) =
[

x+ λA+r(x)
]

+
.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (22). Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî�

ñòè xk
, ïîðîæäàåìîé ñîîòíîøåíèåì

xk+1 =
[

xk + λA+r(xk)
]

+
, (28)

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (23), ñ òàêîé æå êîíñòàíòîé Θ � (24).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 6. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (22), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk
ïî�

ðîæäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (28). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖r(xk)‖ −−−→
k→∞

0 è

ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà (27).

7°. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè îòîáðàæåíèé

Aλ
X+

è Cλ
X+
. Àâòîðàìè áûëî ïðîäåëàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ ñ ñîâìåñòíûìè è íåñîâìåñòíûìè ñèñòåìàìè âèäà (19), îäíàêî

íèæå áóäóò ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ òîëüêî ñîâìåñòíûõ ñèñòåì.

�åíåðàöèÿ òåñòîâûõ çàäà÷. Äëÿ ãåíåðàöèè ñîâìåñòíîé ñèñòåìû

Ax = b, x > 0,

îñóùåñòâëÿëèñü ñëåäóþùèå øàãè:

1) Ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñòðîèëàñü ìàòðèöà A
ðàçìåðíîñòè m× n è âåêòîð x∗ ∈ R

n
+.

2) Âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð b = Ax∗
.

�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Â íèæåïðèâåäåííûõ òàáëèöàõ ïðèâåäåíû ðåçóëü�

òàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ çàäà÷ ñ êîëè÷åñòâîì íåèçâåñòíûõ n ∈ {100, 500, 750} è

óðàâíåíèé m = γn, γ ∈ {0.1, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9, 0.95}. Â íèõ ïðåäñòàâëåíî ìå�

äèàííîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, òðåáóåìûõ àëãîðèòìàì äëÿ ðåøåíèÿ

1000 ñãåíåðèðîâàííûõ ïðèìåðîâ ïðè �èêñèðîâàííûõ n è m. Â ïåðâîíà÷àëü�

íûõ ýêñïåðèìåíòàõ, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 1, íà ðàíã ìàòðèöû A íå

áûëî íàëîæåíî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, êðîìå óñëîâèÿ A 6= 0. �àñ÷åòû ïîä�

òâåðäèëè ðàáîòîñïîñîáíîñòü èññëåäóåìûõ àëãîðèòìîâ è ñïðàâåäëèâîñòü óñòà�

íîâëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé. Áûëè òàêæå ðàññìîòðåíû ÑËÀÓ, íå

èìåþùèå íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Ñ èõ ïîìîùüþ áûëà ýêñïåðèìåíòàëüíî

ïðîâåðåíà ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 3. Â ïîñëåäóþùèõ ýêñïåðèìåíòàõ, ðåçóëü�

òàòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû íèæå, ìàòðèöû âñåõ èññëåäóåìûõ ñèñòåì èìåëè

ïîëíûé ñòðî÷íûé ðàíã, ÑËÀÓ áûëè ñîâìåñòíû è èìåëè íåîòðèöàòåëüíîå ðå�

øåíèå.
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Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âñåãäà áðàëàñü òî÷êà x0 = 0.

�àñ÷åòû ïðåêðàùàëèñü ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç ïðàâèë îñòàíîâà:

1) xk > 0; 2) ‖r(xk)‖ < ε; 3) èñ÷åðïàí ëèìèò ïî èòåðàöèÿì (MaxIter).

Çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèìè:

MaxIter = 3000 � âåðõíÿÿ ãðàíèöà ïî êîëè÷åñòâó èòåðàöèé, ε = 10−11
.

Â òàáëèöàõ ñåðûì öâåòîì âûäåëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïðîöåñ�

ñà Aλ
X+
.

Â òàáëèöàõ 1 è 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè λ = 1. Èç íèõ ñëåäó�
åò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæå�

íèÿ Aλ
X+

ñõîäèòñÿ çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì äëÿ îòîáðàæåíèÿ Cλ
X+
.

Ò à á ë è ö à 1

Ìåäèàííîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà øàãîâ

äëÿ ïðîöåññîâ Aλ
X+

è Cλ
X+

ïðè λ = 1

❍
❍
❍
❍
❍❍

n

γ
0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 0.95

4 5 24 71 183 310

26 36 64 144 357 596

5 6 30 94 288 580

31 43 78 192 562 1112

5 6 32 99 310 673

32 45 82 202 605 1300

100

500

750

Ò à á ë è ö à 2

Îòíîøåíèå ìåäèàííîãî çíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâà øàãîâ

äëÿ ïðîöåññà Cλ
X+

ê Aλ
X+

ïðè λ = 1

❍
❍
❍
❍
❍❍

n

γ
0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 0.95

100 6.5 7.2 2.7 2.03 1.95 1.92

500 6.2 7.2 2.6 2.04 1.95 1.92

750 6.4 7.5 2.6 2.04 1.95 1.93

Â òàáëèöàõ 3�5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ¾îïòèìàëüíîì¿

çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ. Çäåñü ïîä ¾îïòèìàëüíûì¿ ïîíèìàåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå,
ïðè êîòîðîì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõîäèëñÿ çà íàèìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ. Ïî�

èñê îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäèëñÿ ïåðåáîðîì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ îò
0 äî 2 ñ øàãîì â 0.005.
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Ò à á ë è ö à 3

Ìåäèàííîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà øàãîâ

äëÿ ïðîöåññîâ Aλ
X+

è Cλ
X+

ïðè îïòèìàëüíîì λ

❍
❍
❍
❍
❍❍

n

γ
0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 0.95

3 3 4 4 6 6

5 12 24 59 220 271

4 4 4 6 11 12

6 18 26 101 356 569

4 4 5 6 11 14

6 19 33 111 375 725

100

500

750

Ò à á ë è ö à 4

Îòíîøåíèå ìåäèàííîãî çíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâà øàãîâ

äëÿ ïðîöåññà Cλ
X+

ê Aλ
X+

ïðè îïòèìàëüíîì λ

❍
❍
❍
❍
❍❍

n

γ
0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 0.95

100 1.7 4 6 15 32 45

500 1.5 4.5 6 16 34 47

750 1.5 4.8 7 19 36 52

Ò à á ë è ö à 5

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè

äëÿ ïðîöåññîâ Aλ
X+

è Cλ
X+

❍
❍
❍
❍
❍❍

n

γ
0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 0.95

1.1 1.17 1.25 1.55 1.725 1.8

1.775 1.85 1.95 1.775 1.9 1.925

1.075 1.18 1.275 1.575 1.75 1.8

1.725 1.85 1.975 1.8 1.925 1.95

1.075 1.15 1.25 1.575 1.75 1.8

1.725 1.85 1.975 1.8 1.925 1.95

100

500

750

Â òàáëèöå 6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî

èññëåäîâàíèþ êîëè÷åñòâà øàãîâ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ Aλ
X+

è Cλ
X+

è óñëî�

âèé èõ çàâåðøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ λ è γ ïðè n = 100.
Ïåðâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêå � êîëè÷åñòâî øàãîâ, à ÷èñëî â ñêîáêàõ � êîëè÷åñòâî

ïðîöåññîâ, çàâåðøåííûõ ïî óñëîâèþ xk > 0, âûðàæåííîå â ïðîöåíòàõ.
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Ò à á ë è ö à 6

Êîëè÷åñòâî øàãîâ è ïðîöåíò ïðîöåññîâ Aλ
X+

è Cλ
X+
,

çàâåðøåííûõ ïî óñëîâèþ xk > 0

0.1 0.25 0.5 0.75 0.9 0.95

184 (3) 190 (0) 724 (0) 1641 (0) 2989 (0 ) 3000 (0)

184 (3) 189 (0) 752 (0) 1713 (0) 3000 (0) 3000 (0)

88 (2) 90 (0) 363 (0) 828 (0) 1475 ( 0) 2200 (0)

88 (2) 90 (0) 393 (0) 906 (0) 1620 (0) 2401 (0)

55 (3) 57 (0) 229 (0) 532 (0) 913 (0) 1434 (0)

55 (3) 57 (0) 258 (0) 612 (0) 1053 (0) 1658 (0)

39 (4) 40 (0) 154 (0) 365 (0) 644 (0) 934 (0)

39 (4) 41 (0) 186 (0) 445 (0) 775 (0) 1139 (0)

29 (2) 30 (0) 117 (0) 283 (0) 475 (0) 730 (0)

29 (2) 34 (0) 150 (0) 365 (0) 616 (0) 931(0)

2 (97) 23 (5) 97 (0) 207 (0) 378 (0) 570 (0)

22 (2) 27 (0) 131 (0) 286 (0) 518 (0) 789 (0)

2 (100) 13 (56) 72 (0) 189 (0) 297 (0) 464 (0)

17 (0) 21 (0) 105 (0) 280 (0) 442 (0) 674 (0)

2 (100) 4 (56) 60 (0) 138 (0) 232 (0) 372 (0)

13 (3) 18 (0) 100 (0) 219 (0) 372 (0) 610 (0)

2 (100) 3 (99) 38 (0) 113 (0) 198 (0) 311 (0)

10 (2) 14 (0) 76 (0) 205 (0) 344 (0) 541 (0)

2 (100) 3 (100) 29 (5) 88 (0) 147 (0) 254 (0)

8 (2) 12 (0) 74 (0) 180 (0) 290 (0) 493 (0)

2 (100) 3 (100) 7 (80) 64 (0) 124 (0) 188 (0)

8 (90) 10 (0) 65 (0) 157 (0) 276 (0) 416 (0)

2 (100) 3 (100) 5 (99) 39 (28) 87 (0) 151 (0)

2 (100) 12 (62) 61 (0) 141 (0) 245 (0) 399 (0)

2 (100) 3 (100) 4 (100) 6 (94) 32 (49) 84 (25)

2 (100) 3 (92) 51 (0) 135 (0) 221 (0) 350 (0)

2 (100) 3 (100) 5 (100) 6 (100) 5 (95) 4 (80)

2 (100) 3 (100) 51 (0) 122 (0) 205 (0) 350 (0)

2 (100) 3 (100) 5 (100) 5 (100) 4 (100) 3 (100)

2 (100) 3 (100) 43 (6) 113 (0) 202 (0) 318 (0)

2 (100) 3 (100) 4 (100) 5 (100) 4 (100) 3 (100)

2 (100) 3 (100) 41 (23) 107 (0) 179 (0) 295 (0)

2 (100) 3 (100) 5 (100) 4 (100) 3 (100) 3 (100)

2 (100) 3 (100) 45 (73) 91 (0) 180 (0) 277 (0)

2 (100) 3 (100) 5 (100) 4 (100) 3 (100) 3 (100)

2 (100) 3 (100) 38 (99) 92 (7) 171 (0) 280 (0)

2 (100) 3 (100) 5 (100) 4 (100) 4 (100) 3 (100)

2 (100) 3 (100) 35 (100) 127 (89) 185 (4) 258 (0)

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

λ
γ
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Ïîëó÷åííûå äàííûå ñâèäåòåëüñòâóþò î ñóùåñòâîâàíèè ñâÿçè êîëè÷åñòâà

øàãîâ è óñëîâèé çàâåðøåíèÿ. Íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàãîâ îáîèõ èòåðàöè�

îííûõ ïðîöåññîâ íàáëþäàåòñÿ ïðè îñòàíîâêå âû÷èñëåíèé ïî óñëîâèþ xk > 0,
÷òî î÷åíü ïîõîæå íà ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ â �åéåðîâ�

ñêèõ ïðîöåññàõ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ çåðêàëüíîé ðåëàêñà�

öèåé (ñì., íàïðèìåð, [13℄).

Çàâèñèìîñòü èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ îò λ íîñèò ñëîæíûé õàðàêòåð, íî

ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ íàáëþäàåòñÿ â áëèçè îïòèìàëüíûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè.

Ñ óâåëè÷åíèåì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà γ âîçðàñòàåò êîëè÷åñòâî øàãîâ äëÿ

ïðîöåññà Cλ
X+
, à äëÿ ïðîöåññà Aλ

X+
� ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè

ìåíüøèõ îïòèìàëüíîãî.

Îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ è γ ñâÿçàííûõ ñ óñëîâèåì çàâåðøåíèÿ

xk > 0 äëÿ ïðîöåññà Aλ
X+

øèðå ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè äëÿ ïðîöåññà Cλ
X+
.

Â öåëîì ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðåèìóùåñòâå ïðî�

öåññà Aλ
X+

íàä Cλ
X+
.

8°. Çàêëþ÷åíèå.

• Ââåäåíû íîâûå �åéåðîâñêèå îòîáðàæåíèÿ Aλ
X+

è Cλ
X+
.

• Äîêàçàíà ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xk
è

‖r(xk)‖, ïîðîæäåííûõ �åéåðîâñêèìè îòîáðàæåíèÿìè Aλ
X+

è Cλ
X+
. Íàé�

äåíû ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè êîíñòàíò àñèìïòîòèêè äëÿ xk
è ‖r(xk)‖.

• Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî êîëè÷åñòâî øàãîâ â èòåðàöèîííûõ

ïðîöåññàõ Aλ
X+

è Cλ
X+

çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè λ, à îï�
òèìàëüíûå çíà÷åíèÿ óêàçàííîãî ïàðàìåòðà äëÿ îáîèõ ïðîöåññîâ ëåæàò

â èíòåðâàëå (1, 2).

• Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé îáîèõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â áîëüøåé ñòåïåíè

çàâèñèò îò ÷èñëà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ìàòðèöû A, ÷åì îò êîëè�

÷åñòâà íåèçâåñòíûõ.

• Êîëè÷åñòâî øàãîâ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ïîñòðîåííîãî íà îòîáðàæå�

íèè Aλ
X+
, ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî øàãîâ èòåðàöèîííîãî

ïðîöåññà, ïîñòðîåííîãî íà îòîáðàæåíèè Cλ
X+
, ïðè âñåõ çíà÷åíèÿ ïàðà�

ìåòðà λ, âêëþ÷àÿ ¾îïòèìàëüíûå¿ äëÿ êàæäîãî èç ïðîöåññîâ çíà÷åíèÿ.

• Íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàãîâ îáîèõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ íàáëþäà�

åòñÿ ïðè îñòàíîâêå âû÷èñëåíèé ïî óñëîâèþ xk > 0, ÷òî î÷åíü ïîõîæå íà
ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ â �åéåðîâñêèõ ïðîöåññàõ

ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ çåðêàëüíîé ðåëàêñàöèåé (ñì.,

íàïðèìåð [13℄).
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