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�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à:

ñðåäè ìàòðèö, ïåðåâîäÿùèõ çàäàííóþ òî÷êó x åâêëèäîâîãî ïðî�

ñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n â çàäàííóþ òî÷êó b åâêëèäîâà ïðî�

ñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè m, íàéòè ìàòðèöó, èìåþùóþ íàèìåíü�

øóþ íîðìó.

Â äîêëàäå èñïîëüçóåòñÿ ã¼ëüäåðîâà íîðìà âåêòîðîâ è ìàòðèö, çàâèñÿùàÿ îò

ïàðàìåòðà p. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ p ∈ (1,+∞) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è âûâåäåíà äëÿ íåãî ÿâíàÿ �îðìóëà. Íàéäåíû

ïðåäåëû îïòèìàëüíîé ìàòðèöû ïðè p, ñòðåìÿùåìñÿ ê ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì

p → 1 è p → +∞. Âûÿñíåíî, ÷òî ïðåäåëüíûå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñëó�

÷àÿ p ∈ (1,+∞), åäèíñòâåííîñòü ýòèõ ðåøåíèé íå ãàðàíòèðóåòñÿ. Â äîêëàäå

äàíî îïèñàíèå âñåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåãëàäêèõ ïðåäåëüíûõ çàäà÷.

1°. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü x ∈ R
n
, b ∈ R

m
� çàäàííûå òî÷êè è

p ∈ (1,+∞) � �èêñèðîâàííûé ïàðàìåòð. �àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

ϕp(H) :=

m
∑

i=1

n
∑

j=1

|hij|
p → min,

Hx = b, H ∈ R
m×n.

(1)

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ íàéòè ìàòðèöó H ñ ýëåìåíòàìè {hij}, ïåðåâîäÿùóþ
òî÷êó x â òî÷êó b è äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì �óíêöèîíàëó ϕp(H).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè b = 0 îïòèìàëüíîé áóäåò íóëåâàÿ ìàòðèöà. Â äàëüíåé�

øåì ñ÷èòàåì, ÷òî b 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå è x 6= 0.

∗
Ñåìèíàð ïî îïòèìèçàöèè, ìàøèííîìó îáó÷åíèþ è èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó ¾O&ML¿
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Â äàííîì äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ â ÿâíîì âèäå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Hp çà�

äà÷è (1) ïðè âñåõ p ∈ (1,+∞). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàòðèöà Hp èìååò ïðåäåë êàê

ïðè p → 1, òàê è ïðè p → +∞,

lim
p→1

Hp = H1, lim
p→+∞

Hp = H∞.

Ïðè ýòîì ìàòðèöà H1 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è

‖H‖1 :=

m
∑

i=1

n
∑

j=1

|hij | → min,

Hx = b, H ∈ R
m×n,

(2)

à ìàòðèöà H∞ � îïòèìàëüíîé äëÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è

‖H‖∞ := max
i∈1:m

max
j∈1:n

|hij | → min,

Hx = b, H ∈ R
m×n.

(3)

Îïòèìàëüíûå ìàòðèöû H1,H∞ â îòëè÷èå îòHp ïðè p ∈ (1,+∞) íå áóäóò, âîîá�
ùå ãîâîðÿ, åäèíñòâåííûìè. Â äîêëàäå äàíî ïîëíîå îïèñàíèå âñåãî ìíîæåñòâà

ðåøåíèé êàê äëÿ çàäà÷è (2), òàê è äëÿ çàäà÷è (3).

Ïðè p = 2 (â ñëó÷àå åâêëèäîâîé íîðìû âåêòîðîâ è ìàòðèö) çàäà÷à (1)

ðàññìàòðèâàëàñü À.Í. Òèõîíîâûì [1℄ êàê âñïîìîãàòåëüíàÿ ïðè ðåøåíèè áîëåå

îáùåé çàäà÷è: êàê îáåñïå÷èòü ñîâìåñòíîñòü ïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìû ëèíåé�

íûõ óðàâíåíèé Ax = b ñ ïîìîùüþ êîððåêöèè å¼ ìàòðèöû (çàäà÷à ìàòðè÷íîé

êîððåêöèè). Íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè ïîëó÷åíû

â ðàáîòå [2℄. Â ðàáîòå [3℄ è áîëåå ïîçäíåé ðàáîòå [4℄ èññëåäîâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà

åâêëèäîâà íîðìà çàìåíÿåòñÿ íîðìîé �¼ëüäåðà è áîëåå îáùèìè íîðìàìè.

Â äàííîì äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)

è ïðåäåëüíûõ íåãëàäêèõ çàäà÷ (2) è (3). Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî

ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû [5℄.

2°. Äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷è (1). Îáîçíà÷èì i-þ ñòðîêó ìàòðèöû H ÷åðåç

hi è ÷åðåç ‖hi‖p � å¼ íîðìó �¼ëüäåðà,

‖hi‖p =

(

n
∑

j=1

|hij |
p

)1/p

.

Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (1) â òåðìèíàõ ñòðîê ìàòðèöû H :

ϕp(H) :=

m
∑

i=1

‖hi‖
p
p → min,

〈hi, x〉 = bi, i ∈ 1 : m.

(4)
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Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî çàäà÷à (4) ðàñïàäàåòñÿ íà m íåçàâèñèìûõ ïîäçàäà÷

îòíîñèòåëüíî ñòðîê ìàòðèöû H . ×àñòíûå çàäà÷è ïðè i ∈ 1 : m âûãëÿäÿò òàê:

‖hi‖
p
p :=

n
∑

j=1

|hij |
p → min,

〈x, hi〉 = bi.

(5)

Ïóñòü h∗
i , h

∗
2, . . . , h

∗
m � ðåøåíèÿ çàäà÷ (5). Òîãäà ìàòðèöà H∗

, ñòðîêàìè

êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýòè âåêòîðû, áóäåò îïòèìàëüíîé äëÿ çàäà÷è (1). Ïðè ýòîì

ϕp(H
∗) =

m
∑

i=1

‖h∗
i ‖

p
p.

Âèä öåëåâîé �óíêöèè çàäà÷è (5) è òîò �àêò, ÷òî îíà ìèíèìèçèðóåòñÿ,

äåëàåò î÷åâèäíûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ËÅÌÌÀ 1. Ýëåìåíòû h∗
ij îïòèìàëüíîé ìàòðèöû H∗

ïðè âñåõ p ∈ (1,+∞)
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äâóì óñëîâèÿì:

1) åñëè bi = 0, òî h∗
ij = 0 ïðè âñåõ j ∈ 1 : n;

2) åñëè xj = 0, òî h∗
ij = 0 ïðè âñåõ i ∈ 1 : m.

Ïîÿñíèì âòîðîå óñëîâèå. Ïðè xj = 0 ïðîèçâåäåíèå hijxj ðàâíî íóëþ ïðè

ëþáîì hij . Íî íåîáõîäèìîñòü ìèíèìèçèðîâàòü öåëåâóþ �óíêöèþ îñòàâëÿåò

äëÿ hij îäíó âîçìîæíîñòü h∗
ij = 0.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Ëåììà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2), íî íå âû�

ïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è (3).

3°. �åøåíèå çàäà÷è (1). Íàïîìíèì, ÷òî íà ýòàïå ïðåäâàðèòåëüíîãî àíà�

ëèçà çàäà÷è (1) áûëî ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âåêòîð b, à âìåñòå ñ
íèì è âåêòîð x, íåíóëåâûå.

Ââåä¼ì ïàðàìåòð q = p
p−1

. Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðà ïàðàìåòðîâ (p, q) óäîâëåòâî�
ðÿåò ñîîòíîøåíèþ

1

p
+

1

q
= 1.

Óìíîæèâ åãî íà q, ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå ñîîòíîøåíèå

q

p
+ 1 = q.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà H∗

ñ ýëåìåíòàìè

h∗
ij =

bi · |xj |
q−1 · sgn(xj)

‖x‖qq
, i ∈ 1 : m, j ∈ 1 : n. (6)

Ïðè ýòîì

ϕp(H
∗) =

‖b‖pp
‖x‖pq

. (7)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå �îðìóëà (6) âåðíà äëÿ ïàðû èíäåêñîâ (i, j),
åñëè bi = 0 èëè xj = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (6) ïðèíèìàþò

íóëåâîå çíà÷åíèå. Îáîñíîâàíèå òðåáóåòñÿ, êîãäà bi 6= 0 è xj 6= 0.
Çà�èêñèðóåì i ∈ 1 : m, ïðè êîòîðîì bi 6= 0 è âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ïëàí hi

çàäà÷è (5). Òàê êàê bi 6= 0, òî âåêòîð hi íåíóëåâîé. Èìååì

|bi| = |〈hi, x〉| =
∣

∣

∣

n
∑

j=1

hijxj

∣

∣

∣
≤

n
∑

j=1

|hij| · |xj | ≤ ‖hi‖p · ‖x‖q. (8)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî � ýòî íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà. Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî

‖hi‖p ≥
|bi|

‖x‖q
. (9)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ ïëàí h∗
i çàäà÷è (5), íà êîòîðîì íåðàâåíñòâî (9)

âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî, òî åñòü

‖h∗
i ‖p =

|bi|

‖x‖q
. (10)

Î÷åâèäíî, ÷òî h∗
i áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (5). Âûÿñíèì, êàêèìè ñâîéñòâàìè

îáëàäàåò òàêîé ïëàí h∗
i .

Òàê êàê bi 6= 0, òî h∗
i 6= 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (8) ïðè hi = h∗
i è ðàâåíñòâîì (10). Çàïèøåì

|bi| =
∣

∣

∣

n
∑

j=1

h∗
ijxj

∣

∣

∣
≤

n
∑

j=1

|h∗
ij | · |xj | ≤ ‖h∗

i ‖p · ‖x‖q = |bi|.

Ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣

∣

∣

n
∑

j=1

h∗
ijxj

∣

∣

∣
=

n
∑

j=1

|h∗
ij| · |xj |, (11)

n
∑

j=1

|h∗
ij| · |xj| = ‖h∗

i ‖p · ‖x‖q. (12)

Ôîðìóëà (12) ïîêàçûâàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî �¼ëüäåðà íà íåíóëåâûõ âåêòîðàõ h∗
i

è x âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Â òàêîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî [5, çàäà÷à 8.22℄,

ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì λ′
i ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|h∗
ij|

p = λ′
i|xj |

q, j ∈ 1 : n.

Ïåðåïèøåì ýòó �îðìóëó â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

|h∗
ij | = λi|xj|

q/p = λi|xj |
q−1, j ∈ 1 : n, (13)

ãäå λi = (λ′
i)
1/q > 0.
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Íîñèòåëåì âåêòîðà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ åãî íåíóëåâûõ êîìïî�

íåíò. Îáîçíà÷èì íîñèòåëè âåêòîðîâ x, hi è b ÷åðåç J(x), J(hi) è J(b) ñîîòâåò�
ñòâåííî. Â ñèëó (13) è óñëîâèÿ λi > 0 ïîëó÷àåì

J(h∗
i ) = J(x) ïðè i ∈ J(b). (14)

Ïîêàæåì, ÷òî

sgn(h∗
ij) = sgn(bi) · sgn(xj), j ∈ J(x), i ∈ J(b). (15)

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (11) â âèäå

∣

∣

∣

∑

j∈J(x)

h∗
ijxj

∣

∣

∣
=
∑

j∈J(x)

|h∗
ij| · |xj|, i ∈ J(b).

Â ñèëó (14) âñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ýòî ðàâåíñòâî, íåíóëåâûå. Òîãäà íåîá�

õîäèìî

sgn(h∗
ij) · sgn(xj) = εi, j ∈ J(x), i ∈ J(b), (16)

ãäå εi = ±1. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî h∗
i � ïëàí çàäà÷è (5). Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå

(13), (15) è (16), çàïèøåì

bi =
∑

j∈J(x)

h∗
ijxj =

∑

j∈J(x)

|h∗
ij| · |xj| · sgn(h

∗
ij) · sgn(xj) = εiλi

∑

j∈J(x)

|xj |
q.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî εi = sgn(bi) è

λi =
|bi|

‖x‖qq
, i ∈ J(b). (17)

Òåïåðü �îðìóëû (13) è (16) ïðèíèìàþò âèä

|h∗
ij | =

|bi| · |xj |
q−1

‖x‖qq
, sgn(h∗

ij) = sgn(bi) · sgn(xj)

Ïåðåìíîæèâ èõ, ïðèäåì ê òðåáóåìîé �îðìóëå (6) ïðè i ∈ J(b), j ∈ J(x).
Äëÿ êîíòðîëÿ ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà H∗

ñ ýëå�

ìåíòàìè âèäà (6) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ çàäà÷è (5) è ÷òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî (10). Íåêîòîðûõ óñèëèé òðåáóåò ïðîâåðêà ðàâåíñòâà (10). Âû÷èñëèì

‖h∗
i ‖p =

(

n
∑

j=1

|h∗
ij|

p

)1/p

=
|bi|

‖x‖qq

(

n
∑

j=1

|xj|
q

)
1

q
· q
p

=
|bi|

‖x‖q
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4°. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà ïðè p → 1. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) îò p, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Hp äëÿ îïòèìàëüíîé

ìàòðèöû è hij(p) � äëÿ å¼ ýëåìåíòîâ. Â òåîðåìå 1 óêàçàíà �îðìóëà äëÿ hij(p)
ïðè p ∈ (1,+∞). Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ìàòðèöû Hp ïðè ñòðåìëåíèè p ê

ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì, p → 1 è p → +∞. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ p → 1(q → +∞).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(x) ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîäóëþ êîì�

ïîíåíò âåêòîðà x,
I(x) = {j ∈ 1 : n

∣

∣ |xj | = ‖x‖∞}.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
p→1

Hp = H1.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû H1 èìåþò âèä:

hij(1) =

{

bi·sgn(xj)

‖x‖∞·|I(x)|
, i ∈ J(b), j ∈ I(x),

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
(18)

Ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà H1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2). Ïðè

ýòîì

‖H1‖1 =
‖b‖1
‖x‖∞

. (19)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå hij(1) = 0, åñëè i /∈ J(b) èëè j /∈ J(x). Â äàëü�

íåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî i ∈ J(b) è j ∈ J(x).
Ïåðåïèøåì �îðìóëó (6) â âèäå

hij(p) =
bi · sgn(xj)

‖x‖∞
·

(

|xj |

‖x‖∞

)q−1

·
‖x‖q∞
‖x‖qq

. (20)

Èìååì

lim
q→+∞

‖x‖q∞
‖x‖qq

= lim
q→+∞

(

n
∑

j=1

(

|xj|

‖x‖∞

)q
)−1

=
1

|I(x)|
. (21)

Ìû ó÷ëè, ÷òî

|xj |

‖x‖∞
= 1 ïðè j ∈ I(x) è

|xj |

‖x‖∞
< 1 ïðè j ∈ J(x)\I(x).

Äàëåå,

lim
q→+∞

(

|xj|

‖x‖∞

)q−1

=

{

1 ïðè j ∈ I(x),

0 ïðè j ∈ J(x)\I(x).
(22)

Íà îñíîâàíèè (20), (21) è (22) ïðèõîäèì ê �îðìóëå (18) ïðè i ∈ J(b). Îòìåòèì,
÷òî hij(1) = 0 ïðè i ∈ J(b) è j ∈ J(x)\I(x).

Â êà÷åñòâå êîíòðîëÿ ýòîé �îðìóëû ïðîâåðèì, ÷òî ìàòðèöàH1 óäîâëåòâîðÿ�

åò îãðàíè÷åíèþ ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2) (õîòÿ ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïðè âñåõ
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p ∈ (1,+∞) ìàòðèöà Hp óäîâëåòâîðÿåò òàêîìó îãðàíè÷åíèþ). Ïðè i ∈ 1 : m â

ñèëó (18) èìååì

n
∑

j=1

hij(1)xj =
∑

j∈I(x)

bi · sgn(xj)

‖x‖∞ · |I(x)|
· xj =

bi
‖x‖∞

∑

j∈I(x)

|xj |

|I(x)|
=

= bi
∑

j∈I(x)

1

|I(x)|
= bi.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2) íà ïðåäåëü�

íîì ïëàíå H1:

‖H1‖1 =
m
∑

i=1

∑

j∈I(x)

|bi|

‖x‖∞ · |I(x)|
=

m
∑

i=1

|bi|

‖x‖∞

∑

j∈I(x)

1

|I(x)|
=

‖b‖1
‖x‖∞

.

Òåì ñàìûì, ïîäòâåðæäåíà ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (19). Îñòàëîñü äîêàçàòü

îïòèìàëüíîñòü ìàòðèöû H1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïëàíà H çàäà÷è (2) ïðè âñåõ i ∈ 1 : m âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

|bi| =
∣

∣

∣

n
∑

j=1

hijxj

∣

∣

∣
≤ ‖x‖∞

n
∑

j=1

|hij|.

Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

m
∑

i=1

|bi| ≤ ‖x‖∞

m
∑

i=1

n
∑

j=1

|hij|.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà ñíèçó äëÿ öåëåâîé �óíêöèè çàäà÷è (2):

‖H‖1 ≥
‖b‖1
‖x‖∞

.

Â ñèëó (19) íà ìàòðèöå H1 íèæíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ. Çíà÷èò, H1 � ðåøåíèå

çàäà÷è (2).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ p ∈ (1,+∞) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå p = 1 åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) íå ãàðàíòèðóåòñÿ.
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5°. Îïèñàíèå âñåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2).

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà H áûëà ðåøåíèåì çàäà÷è (2), íåîá�

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ ýëåìåíòû hij äîïóñêàëè ïðåäñòàâëåíèå

hij =







αij
bi · sgn(xj)

‖x‖∞
, i ∈ J(b), j ∈ I(x),

0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
(23)

ãäå êîý��èöèåíòû αij íåîòðèöàòåëüíû è

∑

j∈I(x)

αij = 1 ïðè âñåõ i ∈ J(b). (24)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü H � îïòèìàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ïî òåîðåìå 2 å¼ íîðìà ðàâíà ñëåäóþùåé âåëè÷èíå

‖H‖1 =
‖b‖1
‖x‖∞

. (25)

Ïî îïðåäåëåíèþ îíà óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ çàäà÷è (2). Ïî çàìå÷àíèþ ê

ëåììå hij = 0, åñëè i /∈ J(b) èëè j /∈ J(x). Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî i ∈ J(b)
è j ∈ J(x).

Ïðè i ∈ J(b) èìååì

|bi| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

hijxj

∣

∣

∣

∣

∣

≤
n
∑

j=1

|hij||xj| ≤

(

max
j∈1:n

|xj |

) n
∑

j=1

|hij|. (26)

Ñëîæèì ýòè íåðàâåíñòâà. Â ñèëó (25) ïîëó÷èì

‖b‖1 ≤ ‖x‖∞

m
∑

i=1

n
∑

j=1

|hij| = ‖x‖∞‖H‖1 = ‖b‖1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáà íåðàâåíñòâà â (26) âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà. Çíà�

÷èò,

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

hijxj

∣

∣

∣

∣

∣

=
n
∑

j=1

|hij ||xj|, i ∈ J(b), (27)

n
∑

j=1

|hij||xj | = ‖x‖∞

n
∑

j=1

|hij |, i ∈ J(b), (28)

n
∑

j=1

|hij | =
|bi|

‖x‖∞
, i ∈ J(b). (29)
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Îòìåòèì, ÷òî |xj| < ‖x‖∞ ïðè j ∈ J(x)\I(x), ïîýòîìó ïðè òåõ æå j áóäåò
hij = 0 (èíà÷å íàðóøàåòñÿ ðàâåíñòâî (28)). �àâåíñòâî (27) ïðèìåò âèä

∣

∣

∣

∑

j∈I(x)

hijxj

∣

∣

∣
=
∑

j∈I(x)

|hij||xj|, i ∈ J(b). (30)

Ââåäåì èíäåêñíûå ìíîæåñòâà J ′
i = I(x)∩J(hi). Èñêëþ÷èâ èç (30) íóëåâûå hij,

ïîëó÷èì

∣

∣

∣

∑

j∈J ′

i

hijxj

∣

∣

∣
=
∑

j∈J ′

i

|hij ||xj|, i ∈ J(b). (31)

Â ðàâåíñòâå (31) âñå âåëè÷èíû hij , xj íåíóëåâûå. Òàêîå ðàâåíñòâî âîçìîæíî

òîëüêî òîãäà, êîãäà sgn(hij) · sgn(xj) = εi, ãäå εi = ±1. Çàïèøåì

bi =
∑

j∈J ′

i

hijxj = εi
∑

j∈J ′

i

|hij| · |xj |.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî εi = sgn(bi) è ÷òî

sgn(hij) = sgn(bi) · sgn(xj), j ∈ J ′
i, i ∈ J(b).

Ïðèõîäèì ê �îðìóëå

hij = |hij| · sgn(bi) · sgn(xj), j ∈ J ′
i , i ∈ J(b). (32)

Íà ñàìîì äåëå, ýòà �îðìóëà çà ñ÷åò hij ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ j ∈ I(x), òàê
êàê hij = 0 ïðè j /∈ J(hi).

Ïîëîæèì

αij =
|hij | · ‖x‖∞

|bi|
, j ∈ I(x), i ∈ J(b).

Ïåðåïèøåì �îðìóëó (32) â âèäå

hij =
αij|bi|

‖x‖∞
sgn(bi) · sgn(xj) = αij

bi · sgn(xj)

‖x‖∞
, j ∈ I(x), i ∈ J(b).

Ôîðìóëà (23) óñòàíîâëåíà.

Ïî îïðåäåëåíèþ, êîý��èöèåíòû αij íåîòðèöàòåëüíû. Îíè óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ (24). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âñåõ i ∈ J(b) â ñèëó (29) èìååì

∑

j∈I(x)

αij =
∑

j∈I(x)

|hij |‖x‖∞
|bi|

=
‖x‖∞
|bi|

∑

j∈I(x)

|hij| = 1.

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äî ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü î÷åâèäíà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.



10

Ç àì å ÷ à í è å 2. Ôîðìóëà (18) äëÿ ýëåìåíòîâ îïòèìàëüíîé ìàòðèöû H1 ïðå�

äåëüíîé çàäà÷è (2) ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóëû (23) ïðè

αij =
1

|I(x)|
, i ∈ J(b), j ∈ I(x).

6°. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà ïðè p → +∞. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ çà�

äà÷à ïðè p = +∞ èìååò âèä (3).

ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
p→+∞

Hp = H∞.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû H∞ îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé

hij(∞) =
bi · sgn(xj)

‖x‖1
, i ∈ 1 : m, j ∈ 1 : n. (33)

Ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà H∞ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðåäåëüíîé çàäà÷è (3). Ïðè

ýòîì

‖H∞‖∞ =
‖b‖∞
‖x‖1

. (34)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî q → 1 ïðè p → +∞.

Ôîðìóëà (33) ïðè i ∈ J(b) è j ∈ J(x) ïîëó÷àåòñÿ èç (6) â ðåçóëüòàòå

ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè q → 1. Íóæíî ó÷åñòü, ÷òî

lim
q→1

|xj|
q−1 = 1, åñëè j ∈ J(x),

lim
q→1

‖x‖qq = lim
q→1





∑

j∈J(x)

|xj |
q



 =
∑

j∈J(x)

|xj| = ‖x‖1.

Â ñëó÷àå i /∈ J(b) èëè j /∈ J(x) îáå ÷àñòè â �îðìóëå (33) ðàâíû íóëþ. Äëÿ

ïðàâîé ÷àñòè ýòî î÷åâèäíî (íàïîìíèì, ÷òî sgn(0) = 0). Ïî ëåììå íà óêàçàííûõ
èíäåêñàõ hij(p) = 0 ïðè âñåõ p ∈ (1,+∞). Çíà÷èò, è ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå

hij(∞) ðàâíî íóëþ.
Ïðîâåðèì îïòèìàëüíîñòü ìàòðèöû H∞. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî îíà

óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ çàäà÷è (3). Äåéñòâèòåëüíî,

n
∑

j=1

hij(∞)xj =
n
∑

j=1

bi · sgn(xj)

‖x‖1
· xj =

bi
‖x‖1

n
∑

j=1

|xj | = bi, i ∈ 1 : m.
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Âû÷èñëèì íîðìó ìàòðèöû H∞:

‖H∞‖∞ = max
i∈1:m

max
j∈1:n

|hij(∞)| = max
i∈1:m

(

|bi| ·max
j∈1:n

1

‖x‖1

)

=
‖b‖∞
‖x‖1

.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïëàíà H çàäà÷è (3) èìååì

|bi| =
∣

∣

∣

n
∑

j=1

hijxj

∣

∣

∣
≤

(

max
j∈1:n

|hij|

) n
∑

j=1

|xj | =

(

max
j∈1:n

|hij |

)

· ‖x‖1,

òàê ÷òî

max
j∈1:n

|hij| ≥
|bi|

‖x‖1
, i ∈ 1 : m.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

‖H‖∞ = max
i∈1:m

max
j∈1:n

|hij| ≥
‖b‖∞
‖x‖1

.

Íà ïëàíå H∞ ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Çíà÷èò, H∞ � îï�

òèìàëüíàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

7°. Îïèñàíèå âñåãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðåäåëüíîé çàäà÷è (3).

�åøåíèå H∗ çàäà÷è (3), íàéäåííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå

ãîâîðÿ, åäèíñòâåííûì.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà H ñ ýëåìåíòàìè hij áûëà ðåøå�

íèåì çàäà÷è (3), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1) ïðè i ∈ I(b), j ∈ J(x) :

hij =
bi · sgn(xj)

‖x‖1
;

2) ïðè i /∈ I(b), j ∈ J(x) :



















∑

j∈J(x)

hijxj = bi,

|hij | ≤
‖b‖∞
‖x‖1

;

3) ïðè i ∈ 1 : m, j /∈ J(x) : |hij | ≤
‖b‖∞
‖x‖1

.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü H � îïòèìàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ïî òåîðåìå 4,

‖H‖∞ =
‖b‖∞
‖x‖1

. (35)

Òàê êàê H óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ çàäà÷è (3) è äëÿ å¼ íîðìû ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî (35), òî ïðè i ∈ I(b) èìååì

‖b‖∞ = |bi| =
∣

∣

∣

∑

j∈J(x)

hijxj

∣

∣

∣
≤
∑

j∈J(x)

|hij | · |xj | ≤

≤

(

max
j∈J(x)

|hij |

)

∑

j∈J(x)

|xj| ≤

(

max
i∈I(b)

max
j∈J(x)

|hij |

)

· ‖x‖1 ≤

≤ ‖H‖∞ · ‖x‖1 = ‖b‖∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå íåðàâåíñòâà èç äàííîé öåïî÷êè âûïîëíÿþòñÿ êàê

ðàâåíñòâà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

∣

∣

∣

∑

j∈J(x)

hijxj

∣

∣

∣
=
∑

j∈J(x)

|hij| · |xj|, i ∈ I(b), (36)

∑

j∈J(x)

|hij | · |xj | =

(

max
j∈J(x)

|hij|

)

∑

j∈J(x)

|xj |, i ∈ I(b), (37)

max
j∈J(x)

|hij | = ‖H‖∞, i ∈ I(b). (38)

�àâåíñòâî (37) âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå âåëè÷èíû |hij | ïðè j ∈ J(x)
ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ñ ó÷¼òîì (38) çàêëþ÷àåì, ÷òî

|hij | = ‖H‖∞ =
|bi|

‖x‖1
, i ∈ I(b), j ∈ J(x). (39)

Äàëåå, âñå âåëè÷èíû hij , xj, âõîäÿùèå â ðàâåíñòâî (36), îòëè÷íû îò íóëÿ,

ïîýòîìó íåîáõîäèìî

sgn(hij) · sgn(xj) = εi, i ∈ I(b), j ∈ J(x),

ãäå εi = ±1. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ìàòðèöà H óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

çàäà÷è (3). Çàïèøåì

bi =
∑

j∈J(x)

hijxj = εi
∑

j∈J(x)

|hij| · |xj |, i ∈ I(b).
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Î÷åâèäíî, ÷òî εi = sgn(bi). Çíà÷èò,

sgn(hij) = sgn(bi) · sgn(xj), i ∈ I(b), j ∈ J(x). (40)

Ïåðåìíîæèâ ðàâåíñòâà (39), (40), ïðèäåì ê óñëîâèþ 1) èç �îðìóëèðîâêè

òåîðåìû. Óñëîâèå 2) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî H óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ çàäà�

÷è (3), óñëîâèå 3) ñâÿçàíî ñ ðàâåíñòâîì (35).

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Óñëîâèÿ 1)�3) ãàðàíòèðóþò, ÷òî ìàòðèöà H ÿâëÿåòñÿ ïëà�

íîì çàäà÷è (3), è ÷òî äëÿ å¼ íîðìû ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (35). Ñ ó÷¼òîì

òåîðåìû 4 ýòî õàðàêòåðèçóåò ìàòðèöó H êàê îïòèìàëüíóþ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å 3. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ó âñåõ îïòèìàëüíûõ ìàòðèö çàäà÷è (3) ýëå�

ìåíòû hij ñ èíäåêñàìè i ∈ I(b), j ∈ J(x) èìåþò îäèíàêîâîå ïî ìîäóëþ çíà÷å�

íèå, ðàâíîå ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ öåëåâîé �óíêöèè (ñì. (39)). Àëüòåðíàíñ�

íàÿ êàðòèíà (÷åðåäîâàíèå çíàêîâ ýëåìåíòîâ hij) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (40).
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