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Îáîçíà÷èì ÷åðåç G âûïóêëóþ îáîëî÷êó íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

òî÷åê â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæ�

äåíèÿ òî÷êè èç G ñ íàèìåíüøåé åâêëèäîâîé íîðìîé. Íà ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

îðèåíòèðîâàí MDM�àëãîðèòì [1, 2℄. Èíîãäà MDM�àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ìåä�

ëåííî (âîçíèêàåò ý��åêò ¾ïèëû¿). Ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè óìåíüøèòü

êîëè÷åñòâî èòåðàöèé MDM�àëãîðèòìà çà ñ÷åò ðàáîòû ñ ¾ïèëàìè¿. Â ýòîì

äîêëàäå ðàçâèâàþòñÿ èäåè, ïðåäñòàâëåííûå â [3℄. Èçëàãàåòñÿ äîðàáîòàííûé

âàðèàíò ìîäè�èöèðîâàííîãî MDM�àëãîðèòìà. Äîêàçûâàåòñÿ åãî ñõîäèìîñòü,

ïðîâîäÿòñÿ ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû.

1°. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn
çàäàíû m òî÷åê,

H = {ai}
m
i=1.

Âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà H îáîçíà÷èì G. Ñòàâèòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çà�

äà÷à

‖v‖2 → min
v∈G

. (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v∗.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè a1, . . . , am. Òîãäà ëþáîé âåêòîð

v èç âûïóêëîé îáîëî÷êè G ìíîæåñòâà H äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå v = Ap, ãäå

p > O,
m∑

i=1

p[i] = 1. (2)

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ p, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2), îáîçíà÷èì P . Ââåäåì
íîñèòåëü âåêòîðà êîý��èöèåíòîâ p � èíäåêñíîå ìíîæåñòâî M+(p) âèäà

M+(p) = {i ∈ 1 : m | p[i] > 0}.

∗
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Îòìåòèì, ÷òî M+(p) 6= ∅ äëÿ ëþáîãî p ∈ P .
Âåëè÷èíà

∆(p) = max
i∈M+(p)

〈ai, v〉 − min
i∈1:m

〈ai, v〉,

ãäå v = Ap, p ∈ P , íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ïëàíà v. Îöåíêà ïëàíà âñåãäà íåîòðè�
öàòåëüíà. Äåéñòâèòåëüíî,

∆(p) > max
i∈M+(p)

〈ai, v〉 − min
i∈M+(p)

〈ai, v〉 > 0.

Â äîêëàäàõ [1℄, [2℄ áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 1. Ïðè ëþáîì v = Ap, p ∈ P , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖v − v∗‖
2
6 ‖v‖2 − ‖v∗‖2.

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 2. Ïðè ëþáîì v = Ap, p ∈ P , ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖v − v∗‖
2
6 ∆(p).

ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 3. �àâåíñòâî ∆(p) = 0, p ∈ P äîñòèãàåòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð v = Ap ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

2°. Ïðèâåäåì îïèñàíèå ìîäè�èöèðîâàííîãî MDM�àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çà�

äà÷è (1).

Âîçüìåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå v0 = Ap0, p0 ∈ P .
Ïóñòü óæå èìååòñÿ k-å ïðèáëèæåíèå vk = Apk, pk ∈ P . Îïèøåì k-þ èòåðà�

öèþ àëãîðèòìà, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîñòðîåíèå vk+1.

Îáîçíà÷èì

xk = max
i∈M+(pk)

〈ai, vk〉, yk = min
i∈1:m

〈ai, vk〉.

Îöåíêà ïëàíà vk = Apk ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

∆k :=∆(pk) = xk − yk.

Åñëè ∆k = 0, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3 âåêòîð vk ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è (1). Ïðîöåññ çàêîí÷åí.

Äîïóñòèì, ÷òî ∆k > 0. Ìàêñèìóì xk âåëè÷èí 〈ai, vk〉 ïî i ∈ M+(pk) ìîæåò
äîñòèãàòüñÿ íà íåñêîëüêèõ èíäåêñàõ îäíîâðåìåííî. Îáîçíà÷èì

Imax
k =

{
i ∈ M+(pk) | 〈ai, vk〉 = xk

}
.

Ìèíèìóì yk âåëè÷èí 〈ai, vk〉 ïî i ∈ 1 : m ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà íåñêîëüêèõ

èíäåêñàõ îäíîâðåìåííî. Îáîçíà÷èì

Imin
k =

{
i ∈ 1 : m | 〈ai, vk〉 = yk

}
.
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Âûáåðåì ïî îäíîìó èíäåêñó èç ìíîæåñòâ Imax
k è Imin

k :

i′k = argmin
i∈Imax

k

pk[i] è i′′k = argmin
i∈Imin

k

pk[i].

Ïóñòü

p′k = pk[i
′
k] è p′′k = pk[i

′′
k].

ßñíî, ÷òî p′k > 0. Åñëè p′′k = 0, òî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå vk+1 íàéäåì ïðèíöè�

ïèàëüíûì MDM�àëãîðèòìîì [1℄, âûáðàâ èíäåêñû i′k è i′′k. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

p′′k > 0, à çíà÷èò
pk[i] > 0 ïðè âñåõ i ∈ Imin

k .

�àññìîòðèì íàïðàâëåíèå

sk = ai′
k
−

1

|Imin
k |

∑

i∈Imin
k

ai.

Ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî sk = O.

Òîãäà

ai′
k
=

1

|Imin
k |

∑

i∈Imin
k

ai.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà vk, ïîëó÷èì

〈ai′
k
, vk〉 =

1

|Imin
k |

∑

i∈Imin
k

〈ai, vk〉.

Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

xk =
1

|Imin
k |

∑

i∈Imin
k

yk.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî xk = yk. Íî ýòîò �àêò ïðîòèâîðå÷èò ïîëî�
æèòåëüíîñòè îöåíêè ∆k = xk − yk.

�àññìîòðèì îòðåçîê

vk(t) = vk − tsk, t ∈ [0, p′k].

Êîý��èöèåíòû pk(t) ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà vk(t) ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû A âû�

ãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pk(t)[i] =





pk[i] ïðè i 6= i′k, i /∈ Imin
k ,

pk[i]− t ïðè i = i′k,

pk[i] +
t

|Imin
k

|
ïðè i ∈ Imin

k .
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Â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâàG âñå òî÷êè vk(t) ýòîãî îòðåçêà ïðèíàäëåæàò G.
Íàéäåì çíà÷åíèå tk, ìèíèìèçèðóþùåå íîðìó âåêòîðà vk(t) íà çàäàííîì

îòðåçêå:

tk = argmin
t∈[0,p′

k
]

‖vk(t)‖
2.

Òîãäà ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå vk+1 âîçüìåì ðàâíûì vk(tk).
Óêàæåì ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ tk. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ

‖vk(t)‖
2
. Èìååì

‖vk(t)‖
2 = ‖vk − tsk‖

2 = ‖vk‖
2 − 2t〈vk, sk〉+ t2‖sk‖

2.

Çàìåòèì, ÷òî

〈vk, sk〉 =
〈
vk, ai′

k
−

1

|Imin
k |

∑

i∈Imin
k

ai

〉
=

= 〈ai′
k
, vk〉 −

1

|Imin
k |

∑

i∈Imin
k

〈ai, vk〉 =

= xk −
1

|Imin
k |

∑

i∈Imin
k

yk = xk − yk = ∆k.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåé �îðìóëû ïîëó÷èì

‖vk(t)‖
2 = ‖vk‖

2 − 2t∆k + t2‖sk‖
2.

�ëîáàëüíûé ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ‖vk(t)‖
2

íà R äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

t̂k =
∆k

‖sk‖2
.

ßñíî, ÷òî t̂k > 0. Çíà÷èò,
tk = min

{
p′k, t̂k

}
.

Åñëè t̂k 6 p′k, òî èòåðàöèþ ìåòîäà áóäåì íàçûâàòü íåóñå÷åííîé, â ýòîì

ñëó÷àå tk = t̂k. Åñëè t̂k > p′k, òî èòåðàöèþ ìåòîäà áóäåì íàçûâàòü óñå÷åííîé,

â ýòîì ñëó÷àå tk = p′k.
Îïèñàíèå ìîäè�èöèðîâàííîãî MDM�àëãîðèòìà çàâåðøåíî.

Íåêîòîðûå èòåðàöèè ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ïî

ñõåìå ïðèíöèïèàëüíîãî MDM�àëãîðèòìà. Òàêèå èòåðàöèè òîæå ìîãóò áûòü

óñå÷åííûìè èëè íåóñå÷åííûìè.
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3°. Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v0, v1, . . . òî÷åê
èç G. Åñëè îíà êîíå÷íà, òî ïîñëåäíèé åå ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà�

÷è (1). Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} áåñêîíå÷íà. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ

âîçíèêàåò, êîãäà

∆k > 0 ïðè âñåõ k = 0, 1, . . .

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk}.
Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî àëãîðèòìà. Íà êàæäîé èòåðàöèè âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå tk > 0, çíà÷èò

‖vk+1‖
2 = vk(tk) < vk(0) = ‖vk‖

2.

Òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
‖vk‖

}
ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé. Â ÷àñòíîñòè,

ýòî îçíà÷åò, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
‖vk‖

}
èìååò ïðåäåë.

Äàëåå, ïðèâåäåì îöåíêó óáûâàíèÿ �óíêöèè íà íåóñå÷åííûõ èòåðàöèÿõ.

ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü k-ÿ èòåðàöèÿ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ íåóñå÷åííîé, òîãäà

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

‖vk‖
2 − ‖vk+1‖

2
>

∆2
k

d2
, (3)

ãäå d � äèàìåòð êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà H.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ íåóñå÷åííîé èòåðàöèè èìååì

vk+1 = vk(tk) = vk(t̂k) = vk −
∆k

‖sk‖2
sk.

Òîãäà

‖vk+1‖
2 =

∥∥vk −
∆k

‖sk‖2
sk
∥∥2

=

= ‖vk‖
2 − 2

∆k

‖sk‖2
〈vk, sk〉+

∆2
k

‖sk‖4
‖sk‖

2 =

= ‖vk‖
2 − 2

∆k

‖sk‖2
∆k +

∆2
k

‖sk‖2
=

= ‖vk‖
2 −

∆2
k

‖sk‖2
.

Òàêèì îáðàçîì,

‖vk‖
2 − ‖vk+1‖

2 =
∆2

k

‖sk‖2
. (4)

Íàïîìíèì îïðåäëåíèå íàïðàâëåíèÿ sk:

sk = ai′
k
−

1

|Imin
k |

∑

i∈Imin
k

ai.
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Â ïîñëåäíåé �îðìóëå èìååì ai′
k
∈ G è

1
|Imin

k
|

∑
i∈Imin

k
ai ∈ G. Çíà÷èò, íîðìà èõ

ðàçíîñòè íå ïðåâîñõîäèò äèàìåòðà ìíîæåñòâà H :

‖sk‖ 6 d.

Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà

1

‖sk‖
>

1

d
.

Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ïîñëåäíþþ �îðìóëó è (4), ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåí�

êó (3).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

ËÅÌÌÀ 2. Ìíîæåñòâî íåóñå÷åííûõ èòåðàöèé â ìîäèöè�èðîâàííîì MDM�àëãî�

ðèòìå áåñêîíå÷íî.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìå�

ðà k1, âñå ïîñëåäóþùèå èòåðàöèè áóäóò óñå÷åííûìè. Ïóñòü k > k1. Åñëè èòå�

ðàöèÿ áûëà ñîâåðøåíà ïî ïðèíöèïèàëüíîé ñõåìå, òî

∣∣M+(pk+1)
∣∣ =

∣∣M+(pk)
∣∣.

Åñëè æå èòåðàöèÿ áûëà ñîâåðøåíà ïî íîâîé ñõåìå, òî

∣∣M+(pk+1)
∣∣ =

∣∣M+(pk)
∣∣− 1.

Òàê êàê ðàçìåð íîñèòåëÿ íå ìîæåò áåñêîíå÷íî óáûâàòü, òî óñå÷åííûõ èòå�

ðàöèé ïî íîâîé ñõåìå êîíå÷íîå ÷èñëî. Çíà÷èò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,

âñå èòåðàöèè ÿâëÿþòñÿ óñå÷åííûìè ïî ïðèíöèïèàëüíîé ñõåìå. Íåâîçìîæíîñòü

äàííîãî �àêòà äîêàçàíà, íàïðèìåð, â [2℄.

Òåïåðü äîêàæåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò î ñõîäèìîñòè ìîäè�èöèðîâàííîãî

MDM�àëãîðèòìà.

ÒÅÎ�ÅÌÀ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk}, ïîñòðîåííàÿ ìîäè�èöèðîâàííûì

MDM�àëãîðèòìîì, ñõîäèòñÿ ê v∗.

Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå 2 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü�

íîñòü íåóñå÷åííûõ èòåðàöèé. Ïóñòü ýòî áóäóò kj-å èòåðàöèè, j = 1, 2, . . .. Íà
îñíîâàíèè ëåììû 1 èìååì

‖vkj‖
2 − ‖vkj+1‖

2
>

∆2
k

d2
. (5)
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðì {‖vk‖} ñõîäèòñÿ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåí�

ñòâà (5) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè j → ∞. Çíà÷èò,

lim
j→∞

∆kj → 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü óòâåðæäåíèåì 1, ïîëó÷èì

lim
j→∞

‖vkj − v∗‖ → 0.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì

lim
j→∞

‖vkj‖ → ‖v∗‖.

Òîãäà è äëÿ âñåé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîðì {‖vk‖} èìååì

lim
k→∞

‖vk‖ → ‖v∗‖.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì 1, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåáóåìûé ðåçóëü�

òàò.

4°. Äàííûå äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áóäåì ãåíåðèðîâàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ñíà÷àëà âûáåðåì m òî÷åê b1, . . ., bm ðàâíîìåðíî èç n-ìåðíîãî êóáà
[−1, 1]n. Äàëåå òî÷êè ai ìíîæåñòâà H çàäàäèì ïî �îðìóëå

ai = (1 + 10−2bi[1], bi[2], . . . , bi[n]), i ∈ 1 : m.

Ìíîæåñòâî, ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíûì ïðèìåðîì

äëÿ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ áëèæàéøåé òî÷êè. Âïåðâûå òàêîé ìåòîä ãåíåðàöèè

áûë ðàññìîòðåí â [4℄, à äàëüøå èñïîëüçîâàëñÿ, íàïðèìåð, â [5℄.

Â êà÷åñòâå n áóäåì áðàòü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {3, 10, 30, 50}, à â êà÷å�

ñòâå m çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {104, 2 · 104, 3 · 104, 4 · 104, 5 · 104}. Äëÿ êàæäîé

ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû (n,m) áûëî ñãåíåðèðîâàíî 100 òåñòîâûõ çàäà÷.

Íà ðèñóíêàõ 1�4 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû ïðèí�

öèïèàëüíîãî è ìîäè�èöèðîâàííîãî âàðèàíòîâ ÌÄÌ�àëãîðèòìà. Îáà ìåòîäà

áûëè ðåëèçîâàíû íà ÿçûêå Python ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè NumPy. Êðè�

òåðèåì îñòàíîâêè ÿâëÿëîñü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà ∆k < 10−4
.

Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî óäàåòñÿ äîñòè÷ü íåáîëüøîãî ïðåèìóùåñòâà íà çà�

äà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
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