
Ëîêàëüíàÿ ïðåäèñòîðèÿ Çàäà÷à Òåîðèÿ Ñâîéñòâà AX+
Îòîáðàæåíèå Aλ

U+
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò Ïåðñïåêòèâû

Íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ, îñíîâàííûé íà óñêîðåííîì ôåéåðîâñêîì
ïðîöåññå ïîèñêà íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Åðîõèí Âëàäèìèð Èâàíîâè÷,1 ä.ô.ì.í, ïðîô., vka@mil.ru

Òàìàñÿí Ãðèãîðèé Øàëèêîâè÷1,2 ê.ô.ì.í., äîö.
1Âîåííî-êîñìè÷åñêàÿ àêàäåìèÿ èìåíè À.Ô. Ìîæàéñêîãî, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ,

2Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ

Ñåìèíàð ïî îïòèìèçàöèè, ìàøèííîìó îáó÷åíèþ
è èñêóññòâåííîìó èíòåëëåêòó ¾O&ML¿

27 íîÿáðÿ 2025 ã.

Åðîõèí, Òàìàñÿí Ôåéåðîâñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ 1 / 21



Ëîêàëüíàÿ ïðåäèñòîðèÿ Çàäà÷à Òåîðèÿ Ñâîéñòâà AX+
Îòîáðàæåíèå Aλ

U+
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò Ïåðñïåêòèâû

Ñåìèíàð Î&ML

2 ноября 2023 г.
Доклад В. И. Ерохина

"Новое фейеровское отображение для решения систем линейных алгебраических уравнений с условием
 неотрицательности".
9 марта 2023 г.
Доклад В. И. Ерохина

"Шаговая регрессия и рекурентный метод наименьших квадратов: 
постановки задач, использование в машинном обучении, 
алгоритм Гревилля и его обращение как возможный инструмент реализации".

19 декабря 2024 г.
Доклад В. И. Ерохина

"Итерационное отображение фейеровского типа для решения системы линейных алгебраических уравнений
 с двухсторонними ограничениями".

13 марта 2025 г.
Доклад В. И. Ерохина

"Быстрый фейеровский алгоритм решения системы линейных неравенств".

22 мая 2025 г.
Доклад В. И. Ерохина и Г. Ш. Тамасяна

"Ускоренный фейеровский процесс поиска неотрицательного решения системы линейных алгебраических
 уравнений".

Åðîõèí, Òàìàñÿí Ôåéåðîâñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ 2 / 21

http://oml.cmlaboratory.com/reps23.shtml#1102
http://oml.cmlaboratory.com/reps23.shtml#0309
http://oml.cmlaboratory.com/reps24.shtml#1219
http://oml.cmlaboratory.com/reps25.shtml#0313
http://oml.cmlaboratory.com/reps25.shtml#0522


Ëîêàëüíàÿ ïðåäèñòîðèÿ Çàäà÷à Òåîðèÿ Ñâîéñòâà AX+
Îòîáðàæåíèå Aλ

U+
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò Ïåðñïåêòèâû

Ñòàòüè è êîíôåðåíöèè

Erokhin V. A method for solving a dual pair of linear programming problems
based on the fast Fej�er type algorithm for �nding a nonnegative solution to a system
of linear algebraic equations.MOTOR-2024, Omsk, Russia, June 30 - July 6, 2024.

Erokhin V., Tamasyan G., Stepenko N. Fej�er type algorithm for �nding
a nonnegative solution to a system of linear algebraic equations. MOTOR-2025,
Novosibirsk, Russia, July 7-11, 2025.

Åðîõèí Â. È., Òàìàñÿí Ã. Ø., Ñòåïåíêî Í. À. Óñêîðåííûé ôåéåðîâ-
ñêèé ïðîöåññ ïîèñêà íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé// Òðóäû èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ,
2025, Ò. 31, � 3, Ñ. 121�137.

Åðîõèí Â. È., Òàìàñÿí Ã. Ø. Áûñòðûé ôåéåðîâñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ // Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü. Òîì
12. � 2: Ìàòåðèàëû V Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Óñòîé÷èâîñòü è ïðî-
öåññû óïðàâëåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé 95-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà,
÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Â. È. Çóáîâà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 6 � 10 îêòÿáðÿ 2025 ã.) / íàó÷.
ðåäàêòîð òîìà Í. Â. Ñìèðíîâ. ÑÏá.: Èçäàòåëüñêèé Äîì Ôåäîðîâîé Ã.Â., 2025,
C. 159-160.

Åðîõèí Â. È., Òàìàñÿí Ã. Ø. Íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ íåðàâåíñòâ, îñíîâàííûé íà óñêîðåííîì ôåéåðîâñêîì ïðîöåññå ïîèñêà
íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. ×. 1
// Âåñòíèê Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ìàòåìàòèêà. Ìåõà-
íèêà. Àñòðîíîìèÿ. (â ïå÷àòè)

Åðîõèí, Òàìàñÿí Ôåéåðîâñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ 3 / 21



Ëîêàëüíàÿ ïðåäèñòîðèÿ Çàäà÷à Òåîðèÿ Ñâîéñòâà AX+
Îòîáðàæåíèå Aλ

U+
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò Ïåðñïåêòèâû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

Ax ⩽ b,

ãäå A = (ai,j) ∈ Rm×n, x = (xj) ∈ Rn, b = (bi) ∈ Rm,
0 < rankA ⩽ n < m.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà
ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ax ⩽ b, îòíîñÿùåãîñÿ ê êëàññó ôåéåðîâñêèõ
àëãîðèòìîâ è îáëàäàþùèé â äàííîì êëàññå áîëåå âûñîêîé
ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè.
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Ì -ôåéåðîâñêèå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü D ⊆ Rn, φ : D −→ D � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì M ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ φ, ò.å. M=

{
x∈D |φ(x)=x

}
. Ñèìâîëîì ∥ · ∥

îáîçíà÷èì åâêëèäîâó âåêòîðíóþ íîðìó.

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå φ íàçûâàåòñÿ M -ôåéåðîâñêèì, åñëè ìíîæåñòâî M
íåïóñòî è âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

∥φ(x)− y∥ < ∥x− y∥ ∀x ∈ D\M, ∀ y ∈ M.

Êëàññ M -ôåéðîâñêèõ îòîáðàæåíèé áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì FM .

Åðîõèí, Òàìàñÿí Ôåéåðîâñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ 5 / 21



Ëîêàëüíàÿ ïðåäèñòîðèÿ Çàäà÷à Òåîðèÿ Ñâîéñòâà AX+
Îòîáðàæåíèå Aλ

U+
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò Ïåðñïåêòèâû

Ïëþñû, ìèíóñû è ìîòèâàöèÿ èññëåäîâàíèÿ FM

Ñèëüíûå ñòîðîíû (ñëàáîñòü � ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü)
▷ äëÿ òåîðèè è ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

• ¾ëåãêèé¿ èòåðàöèîííûé øàã xk = φ(xk−1) � áåç îáðàùåíèÿ ìàòðèö,
îäíîìåðíîãî ïîèñêà è ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ;

• ïðîñòîòà äåêîìïîçèöèè, ñïîñîáíîñòü îáðàáîòêè äèíàìè÷åñêèõ äàííûõ:
(îñíîâàíà íà ¾èñ÷èñëåíèè¿ êëàññà FM ) :
φj(x) ∈ FMj

,M =
⋂
Mj ̸= ∅, λj > 0,

∑
λj = 1 ⇒

φ(x) =
∑

λjφj(x) ∈ FM , ψ(x) = φ1(φ2(. . . φm(x) . . . )) ∈ FM

� ðåøåíèå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè;
� ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ;

• ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü (ñì. Îïðåäåëåíèå);
• ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (â ñèëó Ëåììû Õîôôìàíà);
• óñòîé÷èâîñòü ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ, ñàìîèñïðàâëÿåìîñòü;
• âîçìîæíîñòü àäàïòàöèè ê ðåøåíèþ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, â òîì ÷èñëå

ïîèñêà ïñåâäîðåøåíèé íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ
è íåñîáñòâåííûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ;

▷ äëÿ ïðèëîæåíèé:
• ðåøåíèå áàëàíñîâûõ ïðîáëåì: ýêîíîìè÷åñêèõ, ýíåðãåòè÷åñêõ,

õèìèêî-òåõíîëîãè÷åñêèõ.
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Ì -ôåéåðîâñêèå îòîáðàæåíèÿ: Îñíîâíûå ñâîéñòâà (¾èñ÷èñëåíèå¿)

Определение, свойства π̃X+
(x) πX+,λ

(x) Теория π̃X+,λ
(x) Выч. эксперименты

M -фейеровские отображения: Основные свойства

СВОЙСТВО 1.

Пусть {xk} построена с  помощью    φ ∈ FM .  Тогда 
если {xk} ⋂

M = ∅, то xk → x̄ ∈M , иначе
∃k ∈ N

∣∣∣
xk, xk+1, . . . ∈M .

СВОЙСТВО 2.

Пусть φλ(x) = λφ(x) + (1− λ)x, λ ∈ (0, 1), φ ∈ FM . Тогда
φλ ∈ FM .

СВОЙСТВО 3.

Пусть φj ∈ FM , φ(x) =
∑m

j=1 αjφj(x), αj ≥ 0,
∑m

j=1 αj = 1.
Тогда φ ∈ FM .

СВОЙСТВО 4.

Пусть φj ∈ FMj , φ(x) = φ1(φ2(. . . (φm(x)) . . .),
M =

⋂m
j=1Mj 6= ∅. Тогда φ ∈ FM .

В.И. Ерохин Новое итерационное отображение фейеровского типа πX+,λ ... 9 / 34Åðîõèí, Òàìàñÿí Ôåéåðîâñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ 7 / 21
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Áàçîâûå êîíñòðóêöèè îòîáðàæåíèé êëàññà FM

Îòîáðàæåíèå πL, îñíîâàííîå íà ïðîåêöèè òî÷êè íà
ïîëóïðîñòðàíñòâî

L =
{
x
∣∣ℓ(x) = a⊤x− β ⩽ 0

}
, a, x ∈ Rn, β ∈ R1, a ̸= 0,

πL(x) = x− λ[ℓ(x)]+a

a⊤a
λ ∈ (0, 2), [·]+ � îïåðàöèÿ

ïîëîæèòåëüíîé ñðåçêè.

Îòîáðàæåíèå πX , îñíîâàííîå íà ïðîåêöèè òî÷êè íà ìíîæåñòâî
ðåøåíèé ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

X = {x |Ax = b}, A ∈ Rm×n, x ∈ Rn, b ∈ Rm, b ̸= 0,

πX(x) = x+A+(b−Ax) A+ � ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà.

Îòîáðàæåíèÿ πX+ , Aλ
X+

(λ ∈ (0, 2))

X+ = {x |Ax = b, x ⩾ 0}, A ∈ Rm×n, x ∈ Rn, b ∈ Rm, b ̸= 0,

πX+(x) =
∣∣x+A+(b−Ax)

∣∣,Aλ
X+

(x) =
∣∣x+ λA+(b−Ax)

∣∣ .
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Òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ Aλ
X+

(x)

• Aλ
X+

∈ FX+ ïðè âñåõ λ∈(0, 2).

• Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk

}
ïîðîæäàåìîé îòîáðàæåíèåì Aλ

X+
,

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ρ(xk+1, X+) ⩽ Θρ(xk, X+),
∥∥∥r(xk+1)

∥∥∥ ⩽ Θr

∥∥∥r(xk)
∥∥∥

ãäå ρ(x,X+) := inf
y∈X+

∥x− y∥, r(x) = b−Ax,

Θ =
(
1 + λ(λ−2)

C2∥A∥2

) 1
2
, Θr =

(
C2∥A∥2 + λ(λ− 2)

) 1
2 , C � Êîíñòàíòà

Õîôôìàíà, ∥·∥ � â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñà, a åâêëèäîâà âåêòîðíàÿ
íîðìà (åâêëèäîâà èëè ñïåêòðàëüíàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìà).

• Ïóñòü x � íåêîòîðûé âåêòîð, d(x) = A+r(x), x̂ = A+b. Åñëè

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ d(x) ⩽ 0, x̂⊤d(x) > 0 , ñèñòåìà Ax = b, x ⩾ 0

íåñîâìåñòíà, âåêòîð u = (A+)⊤d(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àëüòåðíàòèâíîé
ñèñòåìû.

• Eñëè z = xk + d(xk) ⩾ 0, òî z � ðåøåíèå ñèñòåìû Ax ⩽ b, ïîëó÷åííîå
çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ k + 1.

Åðîõèí, Òàìàñÿí Ôåéåðîâñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ 9 / 21



Ëîêàëüíàÿ ïðåäèñòîðèÿ Çàäà÷à Òåîðèÿ Ñâîéñòâà AX+
Îòîáðàæåíèå Aλ

U+
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò Ïåðñïåêòèâû

Áàçîâûå êîíñòðóêöèè êëàññà FM äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ Ax ⩽ b

Ïðèìåíèòåëüíî ê i-ìó íåðàâåíñòâó ñèñòåìû Ax ⩽ b îòîáðàæåíèå πL(x)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

φi(x) = x− λi

[
n∑

j=1
ai,jxj − bi

]
+

n∑
j=1

a2i,j

·


ai,1
ai,2
...

ai,n

 , λi ∈ (0, 2).

Íà îñíîâå îòîáðàæåíèÿ πL(x) ñ èñïîëüçîâàíèåì ¾èñ÷èñëåíèÿ¿ êëàññà FM

ìîæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèÿ âçâåøåííîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîãî è
ýêñòðåìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ:

φ(1)(x) =

m∑
j=1

αiφi(x), αi > 0,
m∑

j=1

αi = 1,

φ(2)(x) = φ1(φ2(. . . φm(x) . . .)),

φ(3)(x) = φi∗ (x), ãäå i
∗

∣∣∣∣∣∣
 n∑
j=1

ai∗,jxj − bi∗


+

= max
i=1,...,m

 n∑
j=1

ai,jxj − bi


+

.
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Ëîêàëüíàÿ ïðåäèñòîðèÿ Çàäà÷à Òåîðèÿ Ñâîéñòâà AX+
Îòîáðàæåíèå Aλ

U+
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò Ïåðñïåêòèâû

Îòîáðàæåíèå (è ðåøàòåëü) ñ ¾íàèâíûì¿ ñâåäåíèåì ñèñòåìû
Ax ⩽ b ê ÑËÀÓ ñ ÷àñòè÷íîé íåîòðèöàòåëüíîñòüþ ïåðåìåííûõ

Ax ⩽ b ⇔ Ax+ u = b, u ⩾ 0,
[
A Im

]+
=

[
B
C

]
,

r(x, u) = b−Ax− u, πλ(x, u) =

{
x+ λBr(x, u)
|u+ λCr(x, u)| ,

xk = xk−1 + λBr(xk−1, uk−1) , uk =
∣∣uk−1 + λCr(xk−1, uk−1)

∣∣
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Îòîáðàæåíèå Aλ

U+
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò Ïåðñïåêòèâû

Ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà. Äåòàëüíî:
http://oml.cmlaboratory.com/pdf/2023/Erohin_VI_9mar2023.pdf

Ïóñòü A ∈ Rm×n � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà, rankA = r ⩽ min{m,n}.
Ïñåâäîîáðàòíîé ê ìàòðèöå A áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó A+ ∈ Rn×m,
äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ

óðàâíåíèÿ Ïåíðîóçà:

AA+A = A,

A+AA+ = A+,

(AA+)⊤ = AA+,

(A+A)⊤ = A+A.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà
A+ ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé.
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Ëîêàëüíàÿ ïðåäèñòîðèÿ Çàäà÷à Òåîðèÿ Ñâîéñòâà AX+
Îòîáðàæåíèå Aλ
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Áëî÷íîå ïñåâäîîáðàùåíèå ìàòðèöû
[
A Im

]

[
A Im

]+
=

[
B
C

]
=

[
B

Im −AB

]
.

B = A+(Im +A+⊤A+)−1 = (In +A+A+⊤)−1A+ =

= A⊤(Im +AA⊤)−1 = (In +A⊤A)−1A⊤ =

= VℓSℓU
⊤
ℓ ,

ãäå Uℓ ∈ Rm×ℓ, Vℓ ∈ Rn×ℓ, Σℓ = diag(σ1, σ2, . . . , σℓ) � ýëåìåíòû
ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ A = UℓΣℓV

⊤
ℓ (ñòîëáöû ìàòðèö Uℓ, Vℓ �

îðòîíîðìèðîâàíû, σ1 ⩾ σ2 ⩾ · · · ⩾ σℓ > 0, ℓ = rankA), Sℓ = diag(s),
s = (sj =

σj

1+σ2
j
) ∈ Rℓ.
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Ëîêàëüíàÿ ïðåäèñòîðèÿ Çàäà÷à Òåîðèÿ Ñâîéñòâà AX+
Îòîáðàæåíèå Aλ
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Ñâåäåíèå ñèñòåìû Ax ⩽ b ê ñèñòåìå

(Im −AA+)u = (Im −AA+)b, u ⩾ 0 (∗)

1. Ãîëèêîâ À.È., Åâòóøåíêî Þ.Ã. Îòûñêàíèå íîðìàëüíûõ ðåøåíèé â
çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ // ÆÂÌèÌÔ. 2000. Ò. 40. � 12.
C. 1766�1786.

2. Ãîëèêîâ À.È., Åâòóøåíêî Þ.Ã. Ïðèìåíåíèå òåîðåì îá àëüòåðíàòèâàõ ê

íàõîæäåíèþ íîðìàëüíûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì.

2001. � 12. C. 21�31.

Ax = b− u, u ⩾ 0. (1)

Ïóñòü ñèñòåìà (1) ñîâìåñòíà. Çàïèøåì åå íîðìàëüíîå
(îòíîñèòåëüíî x) ðåøåíèå

x = A+(b− u). (2)

Îáúåäèíÿÿ (1) è (2), ïîëó÷èì

AA+(b− u) = b− u, u ⩾ 0 ⇔ (∗).
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Ëîêàëüíàÿ ïðåäèñòîðèÿ Çàäà÷à Òåîðèÿ Ñâîéñòâà AX+
Îòîáðàæåíèå Aλ

U+
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò Ïåðñïåêòèâû

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà Ax ⩽ b ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

(Im −AA+)u = (Im −AA+)b, u ⩾ 0

1. Ax ⩽ b ñîâìåñòíà ⇒ ∃u ⩾ 0 : (Im −AA+)u = (Im −AA+)b

Ïóñòü ñèñòåìà Ax ⩽ b ñîâìåñòíà. Òîãäà ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìà
Ax = b− u, u ⩾ 0, ãäå u ∈ Rm, òàêæå ñîâìåñòíà (è ðàçðåøèìà
îòíîñèòåëüíî x è u): x = A+(b− u) + (In −A+A)∆x, ãäå In �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, ∆x ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð.
Íî òîãäà Ax = b− u, u ⩾ 0 ⇔ AA+(b− u) = b− u, u ⩾ 0 ⇔
(Im −AA+)u = (Im −AA+)b, u ⩾ 0, ãäå Im � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà m.

2. (Im −AA+)u = (Im −AA+)b, u ⩾ 0 ñîâìåñòíà ⇒ ∃x : Ax ⩽ b

Ïóñòü ñèñòåìà (Im −AA+)u = (Im −AA+)b, u ⩾ 0 ñîâìåñòíà,
x = A+(b− u) + (In −A+A)∆x, ãäå ∆x ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð. Òîãäà Ax = AA+(b− u) = b− u ⩽ b, ò.å. x � ðåøåíèå
ñèñòåìû Ax ⩽ b.
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Ñâÿçü ðåøåíèé àëüòåðíàòèâíûõ ñèñòåì

• Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Àëåêñàíäðîâà�Ôàíü-Öçè, ñèñòåìà,
àëüòåðíàòèâíàÿ Ax ⩽ b, èìååò âèä

p⊤A = 0, p⊤b > 0, p ⩽ 0, (3)

ãäå p ∈ Rm � íåêîòîðûé âåêòîð.
• Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé Ìèíêîâñêîãî-Ôàðêàøà, ñèñòåìà,

àëüòåðíàòèâíàÿ (1), èìååò âèä

q⊤(Im −AA+) ⩽ 0, q⊤(Im −AA+)b > 0, (4)

ãäå q ∈ Rm � íåêîòîðûé âåêòîð.

▷ Ëåììà. Åñëè q � ðåøåíèå ñèñòåìû (3), òî p = (Im −AA+)q �
ðåøåíèå ñèñòåìû (4).
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Îòîáðàæåíèå Aλ
U+

Ïóñòü

r(u) = (Im −AA+)b− (Im −AA+)u,

U+ =
{
u : (Im −AA+)u = (Im −AA+)b, u ⩾ 0

}
,

Aλ
U+

(u) =
∣∣u+ λ(Im −AA+)(b− u)

∣∣ : Rm
+ → Rm

+ .

Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:
• Aλ

U+
∈ FU+

ïðè âñåõ λ∈(0, 2).

• Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ïîñòðîåíà ïî ïðàâèëó
u0 ∈ Rm

+\U+;u
k+1 = Aλ

U+
(uk), k = 1, 2, . . . Òîãäà ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà

ρ(uk+1, U+) ⩽ Θρ(uk, U+), ∥r(uk+1)∥ ⩽ Θr∥r(uk)∥,
ãäå

0 ⩽ Θ =
(
1 +

λ(λ− 2)

C2γ2

)1/2

< 1,Θr = CγΘ, γ = ∥Im −AA+∥.
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Àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè Aλ
U+

(u)

▷ Èíèöèàëèçàöèÿ:

• Çàäàòü A, b. Âû÷èñëèòü ìàòðèöó A+ è âåêòîðû x̂ = A+b,
h = b−Ax̂.

• Åñëè h = 0, òî x∗ = x̂ � ðåøåíèå ñèñòåìû Ax ⩽ b, ðàáîòó
àëãîðèòìà çàêîí÷èòü.

• Åñëè h ⩽ 0, h ̸= 0, òî ñèñòåìà Ax ⩽ b íåñîâìåñòíà, ðàáîòó
àëãîðèòìà çàêîí÷èòü.

• Çàäàòü âåêòîð u0 ∈ Rm
+ è ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè λ ∈ (0, 2).

▷ Èòåðàöèîííûé øàã: äëÿ k = 1, 2, . . . âûïîëíèòü:

• Âû÷èñëèòü vk = b− uk, xk = A+vk, rk = vk − xk. Åñëè rk ⩽ 0 è
h⊤rk > 0, òî ñèñòåìà Ax ⩽ b íåñîâìåñòíà, ðàáîòó àëãîðèòìà çàêîí÷èòü.

• Âû÷èñëèòü yk = uk + rk. Åñëè yk ⩾ 0, òî âåêòîð x∗ = xk ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax ⩽ b, ðàáîòó àëãîðèòà çàêîí÷èòü.

• Ïîëîæèòü uk+1 =
∣∣yk + (λ− 1)rk

∣∣.
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Ðåàëüíûé ïðèìåð, ñâÿçàííûé çàäà÷åé ñâåäåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà

õèìè÷åñêîãî ïðåäïðèÿòèÿ: n = 136, m = 285, b = 1, U+ ̸= ∅,
u0 = 10 · 1, λ = λi = 1.6 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m; δ(x) = max

i=1,...m

[
n∑

j=1
ai,jxj − bi

]
+

0 30 60 90
10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

101

k

δ(
x
k
)

φ(1)(x), α1= . . . =αm = 1/m, 0.6632 ñ,

φ(2)(x), 0.1314 ñ,

φ(3)(x), 0.0144 ñ,

Aλ
U+

(u), 0.0134 ñ (0.00804 ñ + 0.00536 ñ)
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Ïåðñïåêòèâû

(
Ax = b, x ⩾ 0, c⊤x → min

)
→





Ax = b, x ⩾ 0,
A⊤u ⩽ c,
c⊤x = b⊤u

(
Ax = b, x ⩾ 0, x⊤x → min

)
→





Axk+1 = b, xk+1 ⩾ 0,
A⊤u ⩽ xk,

xk⊤xk+1 = b⊤u
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå !

Âîïðîñû ?
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