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1°. Çàäàäèì ìàòðèöó A ðàçìåðà m×n, â êàæäîé ñòðîêå êîòîðîé åñòü íåíó�
ëåâûå ýëåìåíòû. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð b èç R

m
. �àññìîòðèì ìíîæå�

ñòâî

X =
{
x ∈ R

n | Ax > b
}
.

Ýòî âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ çàäàííûõ A
è b ìíîæåñòâî X íåïóñòî.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó: òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ÷åáûøåâñêóþ íîðìó íà ìíî�

ãîãðàííîì ìíîæåñòâå X ,

max
j=1,...,n

∣∣x[j]
∣∣ → min

x∈X
. (1)

�åøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì. Çàäà÷ó (1) ìîæíî ñâåñòè

ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

α → min,
n∑

j=1

A[i, j]x[j] > b[i], i = 1, . . . , m,

α + x[j] > 0, α− x[j] > 0, j ∈ 1 : n.

Ï�ÈÌÅ�. Íà ïëîñêîñòè R
2
ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî

X =
{
x ∈ R

2 | x[2] > 1
}

(ñì. ðèñ. 1). Íàéäåì ÷åáûøåâñêóþ ïðîåêöèþ íà÷àëà êîîðäèíàò íà X :

max
{∣∣x[1]

∣∣,
∣∣x[2]

∣∣} → min
x∈X

.

∗
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Ïåðåïèøåì ïîñëåäíþþ çàäà÷ó â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

α → min,

x[2] > 1,

α+ x[1] > 0, α− x[1] > 0,

α+ x[2] > 0, α− x[2] > 0.

(2)

Ïåðåìåííûìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ α, x[1], x[2]. Îïèøåì âñå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

çàäà÷è (2):

α = 1, x[2] = 1, x[1] ∈ [−1, 1].

ßñíî, ÷òî, ê ïðèìåðó, êîíöû îòðåçêà ðåøåíèé ïðîèãðûâàþò â ñîäåðæàòåëüíî�

ñòè òî÷êå

x̂ =

(
0
1

)
.

x[1]

x[2]

1−1

X

1

x̂

�èñ. 1

×òîáû âûáðàòü ñðåäè âñåõ ÷åáûøåâñêèõ ïðîåêöèé â íåêîòîðîì ñìûñëå ñà�

ìóþ åñòåñòâåííóþ, â ñòàòüå Â. È. Çîðêàëüöåâà [1℄ ïðåäëàãàåòñÿ äåéñòâîâàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà âñåì ìíîæåñòâå ðåøåíèé àêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ îãðàíè�

÷åíèå�íåðàâåíñòâî x[2] = 1. Çà�èêñèðóåì çíà÷åíèå x[2] = 1 è áóäåì ìèíèìè�

çèðîâàòü |x[1]|:
α → min,

x[2] = 1,

α+ x[1] > 0, α− x[1] > 0.

(3)

�åøåíèå ýòîé çàäà÷è âûãëÿäèò òàê:

α = 0, x[1] = 0.
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Â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ ðåøåíèé äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ (2) è (3) ïîëó÷èòñÿ òàêàÿ ÷åáûøåâñêàÿ ïðîåêöèÿ íà÷àëà

êîîðäèíàò íà ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî: x[1] = 0, x[2] = 1. Çàìåòèì, ÷òî ýòî

ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì x̂.

2°. Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîãî íàáîðà àêòèâ�

íûõ îãðàíè÷åíèé. Ïðîèëëþñòðèðóåì åãî ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî ïðèìåðà.

Ï�ÈÌÅ�. �àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

x[1] + x[2] → min,

x[1]− x[2] > −2, (4)

−x[1] + x[2] > −2, (5)

x[1] + x[2] > 2. (6)

Ìíîæåñòâî ïëàíîâ X èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2. Ëþáàÿ òî÷êà çàìêíóòîãî îòðåçêà

ñ êîíöàìè M è L ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïëàíîì. Â òî÷êå M àêòèâíûìè îãðà�

íè÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (5), (6) (òî÷êà âûäåëåíà êðàñíûì öâåòîì).

Â òî÷êå L àêòèâíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (4), (6) (òî÷êà

âûäåëåíà êðàñíûì öâåòîì). Âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ îòðåçêà, êðîìå êîí�

öîâ, àêòèâíî ëèøü òðåòüå îãðàíè÷åíèå (6). �åøåíèåì çàäà÷è ñ ìèíèìàëüíûì

íàáîðîì àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [M,L],
êðîìå êîíöîâ. Çàìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûå ïëàíû ñ ìèíèìàëüíûì íàáîðîì àê�

òèâíûõ îãðàíè÷åíèé � ýòî îòíîñèòåëüíî âíóòðåííèå òî÷êè ìíîæåñòâà ðåøå�

íèé (íà ðèñ. 2 âûäåëåíû ñèíèì öâåòîì).

x[1]

x[2]

1 2

1

2

X

M

L

�èñ. 2
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3°. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíîé

÷åáûøåâñêîé ïðîåêöèè íà÷àëà êîîðäèíàò íà ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî. Àëãî�

ðèòì ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà�

íèÿ ñ íîìåðàìè k = 1, . . . , K. Îáùåå êîëè÷åñòâî K çàäà÷ îïðåäåëÿåòñÿ â õîäå

ðàáîòû àëãîðèòìà.

Âñå ìíîæåñòâî (1 : n) èíäåêñîâ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä�

ìíîæåñòâà,

(1 : n) = J (k) ∪N (k), J (k) ∩N (k) = ∅.

Êîìïîíåíòû âåêòîðà x ñ èíäåêñàìè j ∈ N (k)
çà�èêñèðóåì, à êîìïîíåíòû x ñ

èíäåêñàìè j ∈ J (k)
áóäåì âàðüèðîâàòü. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ñ íîìåðîì k âûãëÿäèò òàê:

α → min, (7)

n∑

j=1

A[i, j]x[j] > b[i], i = 1, . . . , m, (8)

α + x[j] > 0, α− x[j] > 0, j ∈ J (k), (9)

x[j] = x̂[j], j ∈ N (k). (10)

Âåëè÷èíû x̂[j], j ∈ N (k)
, áåðóòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî ýòàïà âû÷èñëåíèé. Ïåðåìåí�

íûìè â çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ x[j], j ∈ J (k)
, è α.

Ïîëîæèì k = 1. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ (1 : n) ðàçîáüåì íà äâà íåïåðåñåêàþ�

ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà:

J (1) = (1 : n), N (1) = ∅, (1 : n) = J (1) ∪N (1).

Åñòåñòâåííî, ÷òî íà ïåðâîé èòåðàöèè çà�èêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ åùå íåò,

N (1) = ∅. Ïîýòîìó çàäà÷à (7)�(10) ïðè k = 1 ïðèìåò âèä

α → min, (11)

n∑

j=1

A[i, j]x[j] > b[i], i = 1, . . . , m, (12)

α + x[j] > 0, α− x[j] > 0, j ∈ J (1). (13)

Ïåðåìåííûìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû α è x[j], j ∈ J (1)
. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X

íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå α, ïðè êîòîðîì ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (13).

Òî åñòü, ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (11)�(13) íåïóñòî. Öåëåâàÿ �óíêöèÿ îãðà�

íè÷åíà ñíèçó íóëåì. Çíà÷èò, çàäà÷à (11)�(13) èìååò ðåøåíèå x∗
, α∗

.
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Íà ðåøåíèè x∗
, α∗

îáÿçàòåëüíî áóäåò àêòèâíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îãðà�

íè÷åíèå�íåðàâåíñòâî âèäà (13). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:

α∗ + x∗[j] > 0, α∗ − x∗[j] > 0, j ∈ J (1). (14)

Ïàðà x∗
, α∗

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ïëàíîâ, ïîýòîìó Ax∗ > b. Íà îñíîâàíèè
�îðìóëû (14) èìååì

α∗ > max
j∈J(1)

{∣∣x∗[j]
∣∣}.

�àññìîòðèì íîâûé ïëàí çàäà÷è (11)�(13) x∗
, α̃, ãäå

α̃ = max
j∈J(1)

{∣∣x∗[j]
∣∣} < α∗.

Âåêòîð x∗
è ÷èñëî α̃ óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (12) è (13). Ïîëó÷åí ïëàí

çàäà÷è (11)�(13) ñî ñòðîãî ìåíüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé �óíêöèè, ÷òî ïðî�

òèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè x∗
, α∗

. Òàêèì îáðàçîì, íà ëþáîì ðåøåíèè x∗
, α∗

çàäà÷è (11)�(13) áóäåò àêòèâíî õîòÿ áû îäíî èç îãðàíè÷åíèé�íåðàâåíñòâ âè�

äà (13).

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî, ïîëîæèì x(1) := x∗
, α(1) :=α∗

. �àññìîò�

ðèì ñëó÷àé, êîãäà îïòèìàëüíûé ïëàí íå åäèíñòâåííûé. Çàìåòèì, ÷òî âåëè�

÷èíà α∗
íà âñåõ îïòèìàëüíûõ ïëàíàõ îäèíàêîâà. Ïðèìåì α(1) :=α∗

. Âûáåðåì

ñðåäè âñåõ ðåøåíèé x∗
âåêòîð ñ ìèíèìàëüíûì íàáîðîì àêòèâíûõ îãðàíè÷å�

íèé�íåðàâåíñòâ âèäà (13), ïîëîæèì x(1) := x∗
.

Â êîíöå ïåðâîé èòåðàöèè èìååì îïòèìàëüíûé ïëàí x(1)
, α(1)

çàäà÷è (11)�(13),

íà êîòîðîì áóäåò àêòèâíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îãðàíè÷åíèå�íåðàâåíñòâî âè�

äà (13).

Äîïóñòèì, ÷òî àëãîðèòì ñäåëàë k øàãîâ (k > 1). Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ

èòåðàöèè ñ íîìåðîì k + 1.
Óæå èìååòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (7)�(10) ñ ïðåäûäóùåé, k-é, èòåðàöèè � âåê�

òîð x(k)
è ÷èñëî α(k)

. Äëÿ ïàðû x(k)
, α(k)

àêòèâíî ïî ìåíüøåé îäíî îãðàíè÷å�

íèå�íåðàâåíñòâî âèäà (9). (Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåëè÷èíó α(k)
ìîæíî áûëî áû

óìåíüøèòü, îñòàâàÿñü â ìíîæåñòâå ïëàíîâ çàäà÷è (7)�(10), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

îïòèìàëüíîñòè α(k)
.) Êðîìå òîãî, èçâåñòíû x̂[j] ïðè âñåõ j ∈ N (k)

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé�íåðàâåíñòâ (9)

íà ðåøåíèè x(k)
çàäà÷è ñ k-é èòåðàöèè:

M (k) =
{
j ∈ J (k) | x(k)[j] = −α(k)

èëè x(k)[j] = α(k)
}
.

Ìíîæåñòâî M (k)
íåïóñòî. Íàáîð èíäåêñîâ M (k)

èñêëþ÷èì èç ìíîæåñòâà J (k)

è äîáàâèì ê ìíîæåñòâó N (k)
:

J (k+1) = J (k) \M (k),

N (k+1) = N (k) ∪M (k).



6

Çà�èêñèðóåì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ

x̂[j] = x(k)[j], j ∈ M (k). (15)

Åñëè ìíîæåñòâî J (k+1)
ïóñòî, òî J (k) = M (k)

. Çíà÷èò,

N (k+1) = N (k) ∪M (k) = N (k) ∪ J (k) = (1 : n).

Âåëè÷èíû x̂[j] ïðè j ∈ N (k)
èçâåñòíû ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, âåëè÷èíû x̂[j]

ïðè j ∈ M (k)
îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (15). Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ âñå çíà÷å�

íèÿ x̂[j], j ∈ 1 : n. Ïîëàãàåì K = k. Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, íà âûõîäå

ïîëó÷åí âåêòîð x̂.
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî J (k+1) 6= ∅. Â äàííûé ìîìåíò x̂[j] èçâåñòíû ïðè

âñåõ j ∈ N (k+1) = N (k) ∪ M (k)
. Çíà÷åíèÿ x̂[j], j ∈ N (k)

, âçÿòû ñ ïðåäûäóùåé

èòåðàöèè, à çíà÷åíèÿ x̂[j], j ∈ M (k)
, îïðåäåëåíû ðàâåíñòâîì (15).

Ïîñòàâèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

α → min, (16)

n∑

j=1

A[i, j]x[j] > b[i], i = 1, . . . , m, (17)

α + x[j] > 0, α− x[j] > 0, j ∈ J (k+1), (18)

x[j] = x̂[j], j ∈ N (k+1). (19)

�åøåíèå çàäà÷è (16)�(19) ñ ìèíèìàëüíûì íàáîðîì àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé âè�

äà (18) îáîçíà÷èì x(k+1)
, α(k+1)

.

Èòåðàöèÿ ñ íîìåðîì k+1 çàêîí÷åíà. Â êîíöå èòåðàöèè, êðîìå x(k+1)
, α(k+1)

,

èçâåñòíû çíà÷åíèÿ x̂[j] ïðè j ∈ N (k+1)
.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà çàâåðøåíî.

Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ k ìíîæåñòâî M (k)
íåïóñòî, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà J (k)

ñòðîãî óáûâàåò îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè. Çíà÷èò, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ

îáÿçàòåëüíî âîçíèêíåò ñèòóàöèÿ, êîãäà M (k) = J (k)
è, ñëåäîâàòåëüíî, J (k+1) =

∅. Ýòî áóäåò ïîñëåäíèé ýòàï âû÷èñëåíèé ïî àëãîðèòìó.

Âåêòîð x̂, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ðàáîòû îïèñàííîãî àëãîðèòìà, ïðåäëà�

ãàåòñÿ íàçâàòü ÷åáûøåâñêîé ïðîåêöèé íà÷àëà êîîðäèíàò â R
n
íà ìíîãîãðàííîå

ìíîæåñòâî X .
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4°. Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà íà ïðèìåðå.

Ïóñòü ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâîX â ïðîñòðàíñòâå R
3
çàäàíî íåðàâåíñòâàìè

âèäà Ax > b, ãäå

A =




−1 0 0
1 0 0
0 −1 0
0 1 0
0 0 1




, b =




−1
−1
−2
1
1




.

Ïîëîæèì k = 1. Çàäàäèì

J (1) = {1, 2, 3}, N (1) = ∅.

Ïîñòàâèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

α → min,
3∑

j=1

A[i, j]x[j] > b[i], i = 1, . . . , 5,

α + x[j] > 0, α− x[j] > 0, j ∈ J (1).

Ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

α = 1, x[1] ∈ [−1, 1], x[2] = 1, x[3] = 1.

Âûáåðåì îòíîñèòåëüíî âíóòðåííþþ òî÷êó ãðàíè, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ýêñ�

òðåìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè α = 1. Ýòî è áóäåò îïòèìàëüíûé âåê�

òîð x(1)
ñ ìèíèìàëüíûì íàáîðîì àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé. Ìîæíî, ê ïðèìåðó,

âçÿòü

x(1) =



1/2
1
1


 .

Ïðè ýòîì α(1) = 1. Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ çàâåðøåíà.

Ïîëîæèì k = 2. Ìíîæåñòâî àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé ïðèìåò âèä

M (1) = {2, 3}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

J (2) = J (1) \M (1) = {1}, N (2) = N (1) ∪M (1) = {2, 3}.

Çà�èêñèðóåì çíà÷åíèÿ

x̂[2] = x(1)[2] = 1, x̂[3] = x(1)[3] = 1.
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Òàê êàê J (2) 6= ∅, âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ.

Çàïèøåì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

α → min,
3∑

j=1

A[i, j]x[j] > b[i], i = 1, . . . , 5,

α + x[j] > 0, α− x[j] > 0, j ∈ J (2),

x[j] = x̂[j], j ∈ N (2).

Ïîäðîáíåå,

α → min,
3∑

j=1

A[i, j]x[j] > b[i], i = 1, . . . , 5,

α+ x[1] > 0, α− x[1] > 0,

x[2] = 1, x[3] = 1.

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è âûãëÿäèò òàê:

α = 0, x[1] = 0, x[2] = 1, x[3] = 1.

Ïðèìåì

x(2) =



0
1
1


 .

Ïðè ýòîì α(2) = 0. Âòîðàÿ èòåðàöèÿ çàâåðøåíà.

Ïîëîæèì k = 3. Ìíîæåñòâî àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé ïðèìåò âèä

M (2) = {1}.

Ñëåäîâàòåëüíî,

J (3) = J (2) \M (2) = ∅, N (3) = N (2) ∪M (2) = {1, 2, 3}.

Çà�èêñèðóåì çíà÷åíèå

x̂[1] = x(2)[1] = 0.

Àëãîðèòì çàâåðøèë ðàáîòó, ïîñòðîåí âåêòîð

x̂ =



0
1
1


 .
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