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Часть 1. Минимаксная задача.
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Пусть заданы векторы

c1, . . . , cm ∈ R
n.

Рассматриваем задачу

max
i∈1:m

〈ci, w〉 → min
w∈S

,

где S — единичная сфера в R
n.

Обозначим

C = conv{c1, . . . , cm}.
Так как линейная функция достигает своего максимума на выпуклой

оболочке в одной из крайних точек, исходную задачу можно переписать как

max
x∈C

〈x,w〉 → min
w∈S

.
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Такая задача возникает при поиске направления наискорейшего спуска для

функции

F (x) = max
i
fi(x).

В точке x рассматривается активное множество

I(x) = {i | fi(x) = F (x)}.

Направление наискорейшего спуска ищется из задачи

max
i∈I(x)

〈f ′i(x), w〉 → min
w∈S

.

То есть в нашей постановке

ci = f ′i(x), i ∈ I(x).
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Предположим, что

0 6∈ C.

Тогда задача

max
x∈C

〈x,w〉 → min
w∈S

имеет отрицательное оптимальное значение.

Для фиксированного направления w ∈ S величина

max
x∈C

〈x,w〉

равна максимальной проекции множества C на направление w.

0

C

w

max
x∈C

〈x,w〉
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Рассмотрим ближайшую к нулю точку множества C:

p∗ := argmin
x∈C

‖x‖.

Так как

0 6∈ C,

имеем

‖p∗‖ = dist(0, C) > 0.

Основной результат в этом случае:

min
w∈S

max
x∈C

〈x,w〉 = − dist(0, C).

Оптимальное направление имеет вид

w∗ = − p∗

‖p∗‖
.

То есть оптимальный вектор направлен из ближайшей точки p∗ к нулю.
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Теперь рассмотрим случай

0 ∈ C.

Тогда для любого направления w ∈ S имеем

max
x∈C

〈x,w〉 > 0.

Следовательно,

min
w∈S

max
x∈C

〈x,w〉 > 0.

В этом случае появляется задача о шаре с центром в нуле, вложенном в C.

Обозначим

B = {x ∈ R
n | ‖x‖ 6 1}.

Основной результат для случая 0 ∈ C:

min
w∈S

max
x∈C

〈x,w〉 = r0(C),

где

r0(C) = max{r > 0 | rB ⊂ C}.

7 / 35



Далее будем предполагать, что

0 ∈ intC.

Рассмотрим множество

C◦ =

{
y ∈ R

n

∣∣∣∣ max
x∈C

〈x, y〉 6 1

}
.

Так как

C = conv{c1, . . . , cm},
его можно также записать в виде

C◦ = {y ∈ R
n | 〈ci, y〉 6 1, i ∈ 1 : m} .

Таким образом, от выпуклой оболочки точек

C = conv{c1, . . . , cm}

мы переходим к множеству, заданному системой линейных неравенств.
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Теперь свяжем исходную задачу с множеством C◦.

Пусть w ∈ S. Рассмотрим луч

{tw | t > 0}.

Точка tw принадлежит C◦ тогда и только тогда, когда

max
x∈C

〈x, tw〉 6 1.

То есть

tmax
x∈C

〈x,w〉 6 1.

Так как

0 ∈ intC,

для любого w ∈ S имеем

max
x∈C

〈x,w〉 > 0.

Следовательно, максимальное t, для которого tw ∈ C◦, равно

1

maxx∈C〈x,w〉
.
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Из предыдущего слайда следует:

max{t > 0 | tw ∈ C◦} =
1

maxx∈C〈x,w〉
.

Значит, чем меньше величина

max
x∈C

〈x,w〉,

тем дальше множество C◦ вытянуто в направлении w.

Следовательно,

min
w∈S

max
x∈C

〈x,w〉 = 1

maxy∈C◦ ‖y‖ .

Или, что то же самое,

1

minw∈S maxx∈C〈x,w〉
= max

y∈C◦

‖y‖.
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Геометрически происходит замена задачи

max
x∈C

〈x,w〉 → min
w∈S

на задачу

‖y‖ → max
y∈C◦

.

C

r0(C)B

C◦

max
y∈C◦

‖y‖
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Часть 2. Алгоритм решения.

12 / 35



Будем решать задачу

max
i∈1:m

〈ci, w〉 → min
w∈S

.

Пусть wk ∈ S — текущее приближение.

Обозначим текущее значение задачи:

ϕk = max
i∈1:m

〈ci, wk〉.

Активное множество индексов:

Ik = {i ∈ 1 : m | 〈ci, wk〉 = ϕk} .

Именно активные векторы ci, i ∈ Ik, определяют локальное поведение

максимума в точке wk.
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Так как движение происходит по сфере, направление нужно искать в

касательном пространстве:

Tk = {d ∈ R
n | 〈d,wk〉 = 0} .

Для каждого активного вектора ci, i ∈ Ik, возьмем его проекцию на Tk:

c̃i = ci − 〈ci, wk〉wk.

Так как i ∈ Ik, имеем

〈ci, wk〉 = ϕk.

Поэтому для активных индексов

c̃i = ci − ϕkwk.
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Рассмотрим выпуклую оболочку спроецированных активных векторов:

Gk = conv{c̃i | i ∈ Ik}.

Ищем ближайшую к нулю точку этого множества:

qk = arg min
q∈Gk

‖q‖.

Если

qk = 0,

то останавливаемся.

Если

qk 6= 0,

то направление спуска берем в виде

dk = − qk

‖qk‖
.
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После нахождения направления dk делаем шаг и возвращаемся на сферу:

Rwk
(tdk) =

wk + tdk

‖wk + tdk‖
.

Так как

dk ∈ Tk, ‖wk‖ = 1, ‖dk‖ = 1,

получаем

‖wk + tdk‖ =
√

1 + t2.

Поэтому

Rwk
(tdk) =

wk + tdk√
1 + t2

.
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Шаг t ищем на небольшом отрезке:

t ∈ [0, tmax].

Для выбора шага введем обозначения

ui = 〈ci, wk〉, vi = 〈ci, dk〉.

Тогда имеем 〈
ci,

wk + tdk√
1 + t2

〉
=
ui + tvi√
1 + t2

.

Значит, шаг tk можно искать из одномерной задачи

max
i∈1:m

ui + tvi√
1 + t2

→ min
t∈[0,tmax]

.
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Одномерную задачу можно решать быстро.

Введем кусочно-линейную выпуклую функцию

ψ(t) = max
i∈1:m

(ui + tvi).

Тогда вдоль ретракции минимизируется функция

Φ(t) =
ψ(t)√
1 + t2

.

Функция ψ(t) является максимумом конечного числа прямых.

На каждом участке, где активна одна прямая,

Φ(t) =
u+ tv√
1 + t2

.

Ее производная:

Φ′(t) =
v − ut

(1 + t2)3/2
.
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Точный поиск по t ∈ [0, tmax] сводится к проверке конечного числа

кандидатов.

Проверяются:

1 концы отрезка 0 и tmax;

2 точки пересечения прямых

ui + tvi = uj + tvj ;

3 точки

t =
v

u
,

если u 6= 0 и на соответствующем участке активна прямая u+ tv.

После этого выбирается tk, дающий минимальное значение

max
i∈1:m

ui + tvi√
1 + t2

.
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Итоговая схема одной итерации.

1 Посчитать

ϕk = max
i∈1:m

〈ci, wk〉.

2 Найти активное множество:

Ik = {i ∈ 1 : m | 〈ci, wk〉 = ϕk}.

3 Спроецировать активные векторы:

c̃i = ci − ϕkwk, i ∈ Ik.

4 Найти ближайшую к нулю точку:

qk = arg min
q∈conv{c̃i|i∈Ik}

‖q‖.

20 / 35



Продолжение итерации.

5 Если qk = 0, остановиться.

6 Иначе положить

dk = − qk

‖qk‖
.

7 Найти шаг

tk ∈ [0, tmax]

из одномерной задачи

max
i∈1:m

〈ci, wk〉+ t〈ci, dk〉√
1 + t2

→ min
t∈[0,tmax]

.

8 Обновить точку:

wk+1 =
wk + tkdk√

1 + t2k
.
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Для выбора начальных приближений можно использовать множество C◦.

Пусть

0 ∈ intC.

Для направления w ∈ S рассмотрим, как далеко множество C◦ идет вдоль

луча {tw | t > 0}:
ρ(w) = max{t > 0 | tw ∈ C◦}.

Так как

C◦ =

{
y ∈ R

n

∣∣∣∣ max
x∈C

〈x, y〉 6 1

}
,

получаем

ρ(w) =
1

maxx∈C〈x,w〉
.

Значит, чем больше ρ(w), тем лучше направление w как начальное

приближение для исходной задачи.
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Практическая схема выбора начальных приближений.

Генерируем набор направлений

w(1), . . . , w(N) ∈ S.

Для каждого направления считаем

µs = max
i∈1:m

〈ci, w(s)〉

и

ρs =
1

µs
.

Затем выбираем несколько направлений с наибольшими значениями ρs:

w
(1)
0 , . . . , w

(L)
0 .

Из этих точек запускаем локальный алгоритм и выбираем лучший

найденный результат.
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Часть 3. Отделение точек.
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Даны два конечных множества точек

A = {a1, . . . , am1
} ⊂ R

n, B = {b1, . . . , bm2
} ⊂ R

n.

Рассматриваем задачу

max
i∈1:m1

〈ai, w〉 − min
j∈1:m2

〈bj , w〉 → min
w∈S

.
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Эту задачу можно переписать в уже рассмотренном виде.

Действительно,

max
i∈1:m1

〈ai, w〉 − min
j∈1:m2

〈bj , w〉 = max
i∈1:m1,j∈1:m2

〈ai − bj , w〉.

Обозначим

cij = ai − bj .

Тогда получаем задачу

max
i∈1:m1,j∈1:m2

〈cij , w〉 → min
w∈S

.

26 / 35



На парктике исходная задача чувствительна к выбросам.

Причина в том, что используются крайние проекции:

max
i∈1:m1

〈ai, w〉, min
j∈1:m2

〈bj , w〉.

Одна дальняя точка может стать активной и сильно изменить найденное

направление.

Поэтому перед решением задачи заменим исходные множества на

предобработанные:

A,B −→ Ã, B̃.

После этого решаем ту же самую задачу:

max
i∈1:m1

〈ãi, w〉 − min
j∈1:m2

〈̃bj , w〉 → min
w∈S

.
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Сначала делаем общую робастную нормализацию по объединенной выборке

X = A ∪B.

Для каждой координаты k = 1 : n считаем общую медиану

ηk = medianx∈X xk

и общий разброс

sk = max {medianx∈X |xk − ηk|, ε} .

После этого каждую точку заменяем на

x
(0)
k =

xk − ηk

sk
, k = 1 : n.

Важно: нормализация строится по обоим классам сразу.
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Теперь внутри каждого класса считаем центр и разброс.

Для класса A(0):

µA,k = mediani∈1:m1
a
(0)
ik ,

sA,k = max
{
mediani∈1:m1

|a(0)ik − µA,k|, ε
}
.

Для класса B(0):

µB,k = medianj∈1:m2
b
(0)
jk ,

sB,k = max
{
medianj∈1:m2

|b(0)jk − µB,k|, ε
}
.
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Для точки a
(0)
i считаем расстояние до центра класса A:

dA(a
(0)
i ) =




n∑

k=1

(
a
(0)
ik − µA,k

sA,k

)2



1/2

.

Для точки b
(0)
j :

dB(b
(0)
j ) =




n∑

k=1

(
b
(0)
jk − µB,k

sB,k

)2



1/2

.

Затем выбираем доли внешних точек:

ρA, ρB ∈ [0, 1).

Например, можно начать с

ρA = ρB = 0.03.
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Радиусы центральных областей выбираем как квантили расстояний:

RA = quantile1−ρA
{dA(a(0)i ) | i ∈ 1 : m1},

RB = quantile1−ρB
{dB(b(0)j ) | j ∈ 1 : m2}.

Точки с расстоянием не больше RA или RB не меняются.

Дальние точки не удаляем, а сжимаем к центру своего класса.
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Для точки a
(0)
i задаем коэффициент сжатия

αA
i =





1, dA(a
(0)
i ) = 0,

min

{
1,

RA

dA(a
(0)
i )

}
, dA(a

(0)
i ) > 0.

Предобработанная точка:

ãi = µA + αA
i (a

(0)
i − µA).

Если точка находится внутри центральной области, то αA
i = 1 и она не

меняется.
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Аналогично для класса B задаем

αB
j =





1, dB(b
(0)
j ) = 0,

min

{
1,

RB

dB(b
(0)
j )

}
, dB(b

(0)
j ) > 0.

Предобработанная точка:

b̃j = µB + αB
j (b

(0)
j − µB).

После этого получаем новые множества

Ã = {ã1, . . . , ãm1
}, B̃ = {b̃1, . . . , b̃m2

}.
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Итоговая схема предобработки:

1 общая нормализация по A ∪B;

2 нормализация внутри классов;

3 вычисление расстояний dA, dB ;

4 выбор радиусов RA, RB по квантилям;

5 радиальное сжатие дальних точек.

После этого форма задачи не меняется:

max
i∈1:m1

〈ãi, w〉 − min
j∈1:m2

〈̃bj , w〉 → min
w∈S

.

Все вычисления далее ведутся уже по предобработанным множествам Ã и B̃.
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Пример n m Accuracy SVM Accuracy MinMax

Iris 4 100 0.940 0.950

Wine 13 130 0.970 0.977

Digits 64 356 0.972 0.975

n — размерность пространства, m — общее число точек.
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