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1°. Пусть в пространстве Rm заданы векторы c1, c2, . . . , cp. Они порождают
выпуклое многогранное множество V вида

V =
{

y ∈ R
m | 〈ck, y〉 6 1 при всех k ∈ 1 : p

}

. (1)

Предполагается, что V — ограниченное множество.
Введем функцию Минковского

D(y) = inf{λ > 0 | y/λ ∈ V }.

Из определения следует, что D(0) = 0.

ЛЕММА 1. Справедливо равенство

D(y) = max
k∈1:p

〈ck, y〉. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При y = 0 равенство (2) тривиально. Допустим, что
y 6= 0. Тогда 〈ck, y〉 > 0 хотя бы при одном k. Действительно, иначе 〈ck, y〉 6 0
при всех k ∈ 1 : p и 〈ck, ty〉 6 0 6 1 при всех k ∈ 1 : p и t > 0. Согласно (1),
ty ∈ V при всех t > 0, что противоречит ограниченности множества V . Теперь
в силу (1) имеем

D(y) = inf
{

λ > 0 | 〈ck, y〉 6 λ ∀k ∈ 1 : p
}

= max
k∈1:p

〈ck, y〉.

В частности, D(y) > 0 при всех y 6= 0.
Лемма доказана.
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2°. Для справедливости равенства (2) существенна ограниченность множе-
ства V . Сформулируем критерий ограниченности V в терминах нормалей ck.

Обозначим через V ∗ выпуклую оболочку векторов c1, c2, . . . , cp. Множе-
ство V ∗ является ограниченным, выпуклым и замкнутым.

ЛЕММА 2. Для того чтобы множество V вида (1) было ограниченным,

необходимо и достаточно, чтобы начало координат было внутренней точ-

кой множества V ∗, 0 ∈ int V ∗.

Дока з а т е л ь с т в о. Н е о б х о димо с т ь. Допустим противное, что точка
y = 0 лежит либо на границе множества V ∗, либо вне V ∗. В обоих случа-
ях по теореме отделимости найдется вектор g 6= 0 со свойством: 〈y, g〉 6 0 при
всех y ∈ V ∗. В частности, 〈ck, g〉 6 0 при всех k ∈ 1 : p. Отсюда следует, что
tg ∈ V при всех t > 0. Но это противоречит ограниченности множества V .

Д о с т а т о чн о с т ь. Зафиксируем вектор y ∈ V , y 6= 0. Имеем 〈ck, y〉 6 1
при всех k ∈ 1 : p. Нетрудно понять, что и 〈z, y〉 6 1 при всех z ∈ V ∗.
Обозначим Bδ =

{

z ∈ R
m | ‖z‖ 6 δ

}

, где ‖z‖ — евклидова норма вектора z.
По условию теоремы, Bδ ⊂ V ∗ при некотором δ > 0. Значит, 〈z, y〉 6 1 при
всех z ∈ Bδ. Подставив в это неравенство z = δy/‖y‖, получим ‖y‖ 6 1/δ.
Нулевой вектор y, принадлежащий множеству V , также удовлетворяет этому
неравенству.

Лемма доказана.

Имеется эквивалентный вариант критерия ограниченности множества V
вида (1).

ЛЕММА 3. Условие 0 ∈ int V ∗ выполняется тогда и только тогда, когда

для любого ненулевого вектора y ∈ R
m найдется нормаль ck, такая, что

〈ck, y〉 > 0.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть 0 ∈ int V ∗ и Bδ ⊂ V ∗ при некотором δ > 0. Возь-
мем ненулевой вектор y ∈ R

m. Положим ŷ = δy/‖y‖. Ясно, что ŷ ∈ V ∗. По опре-
делению выпуклой оболочки найдутся неотрицательные числа α1, α2, . . . , αp,
в сумме равные единице, при которых

ŷ =

p
∑

k=1

αkck.

Запишем

δ2 = 〈ŷ, ŷ〉 =

p
∑

k=1

αk〈ck, ŷ〉.

В силу положительности δ2 в сумме должно быть хоть одно положительное
слагаемое. Пусть это будет αk0〈ck0, ŷ〉. При этом αk0 > 0. Значит, и 〈ck0, y〉 > 0.
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Проверим обратное утверждение. Покажем, что из того, что для любого
ненулевого вектора y ∈ R

m найдется нормаль ck со свойством 〈ck, y〉 > 0,
следует включение 0 ∈ int V ∗. Допустим противное. Тогда по теореме отдели-
мости найдется ненулевой вектор g ∈ R

m, такой что 〈y, g〉 6 0 для всех y ∈ V ∗.
В частности, 〈ck, g〉 6 0 при всех k ∈ 1 : p. Но это противоречит допущению.

Лемма доказана.

3°. Вернемся к функции Минковского D(y), порожденной ограниченным
многогранным множеством V вида (1). Как показано в п. 1°, функция D(y)
обладает такими свойствами:

D(0) = 0, D(y) > 0 при y 6= 0. (3)

Кроме того, для D(y) справедливо представление (2). Из (2) и свойств макси-
мума следует, что

D(ty) = tD(y) при t > 0, (4)

D(y1 + y2) 6 D(y1) +D(y2). (5)

Соотношения (3), (4), (5) показывают, что функция D(y) является нормой в
пространстве R

m. Эта норма называется полиэдральной нормой.
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