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Â êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è (çàäà÷è î

íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ âåëè÷èíàõ), ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæíî

ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî

ñàìè íåðàâåíñòâà, íî è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî âûïîë-

íÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Èìåííî ýòè óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè ðå-

øåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ íåðàâåíñòâà

ìåæäó êëàññè÷åñêèìè ñðåäíèìè âåëè÷èíàìè, íåðàâåíñòâî Êîøè�

Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ ñòðîãî âûïóêëûõ ôóíê-

öèé. Îò ÷èòàòåëÿ òðåáóåòñÿ çíàíèå îñíîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ-

÷èñëåíèÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé äî ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïî-

ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Äëÿ ó÷àùèõñÿ ñòàðøèõ êëàññîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë

è ñòóäåíòîâ ìëàäøèõ êóðñîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ óíè-

âåðñèòåòîâ è ïåäàãîãè÷åñêèõ âóçîâ.
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Ïðåäèñëîâèå

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è (çàäà÷è î íàèáîëüøèõ è íàèìåíü-

øèõ âåëè÷èíàõ) âî âñå âðåìåíà âûçûâàëè æèâîé èíòåðåñ.

Äëÿ èõ ðåøåíèÿ ðàçðàáàòûâàëèñü íîâûå ìåòîäû, êîòîðûå

ñïîñîáñòâîâàëè ðàçâèòèþ ìàòåìàòèêè. Â ïîñòåïåííî ôîðìè-

ðîâàâøåéñÿ îáùåé òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ öåíòðàëüíîå

ìåñòî çàíèìàëè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè. Ýòè

óñëîâèÿ âìåñòå ñ òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ îáû÷íî ïîçâîëÿþò

íàõîäèòü ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ëèáî â àíàëèòè÷å-

ñêîì âèäå, ëèáî ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîì

ñëó÷àå òàêàÿ ñõåìà ðåàëèçîâàíà â ðàçäåëå 10 äàííîé êíè-

ãè. Â ðàçäåëå 11 ïîëó÷åíî êîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå ýêñòðå-

ìàëüíîé çàäà÷è áåç èñïîëüçîâàíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îï-

òèìàëüíîñòè.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ñâÿçà-

íû ñ íåðàâåíñòâàìè. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî ñàìè

íåðàâåíñòâà, íî è óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî âûïîë-

íÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Èìåííî ýòè óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè

ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è.

Â äàííîé êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è,

ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ

íåðàâåíñòâ. Øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåä-

íèìè âåëè÷èíàìè, íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è íåðà-

âåíñòâî Éåíñåíà äëÿ ñòðîãî âûïóêëûõ ôóíêöèé îäíîé ïå-

ðåìåííîé. Íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýòèõ íåðàâåíñòâàõ

(ñ ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè) ïðèâåäåíà â äâóõ ïðèëîæå-

íèÿõ. Îò ÷èòàòåëÿ òðåáóåòñÿ çíàíèå îñíîâ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé äî ïðîèçâîäíîé

âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Êíèãà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ðàçäåëû 1�7 ïîñâÿ-

ùåíû ýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâàì ãåîìåòðè÷åñêèõ òåë è ôè-
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ãóð, à òàêæå àëãåáðàè÷åñêèõ è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæå-

íèé. Â êàæäîì èç ðàçäåëîâ 1, 3, 5 âíà÷àëå ïðèâîäÿòñÿ ðå-

øåíèÿ ïÿòè çàäà÷, à çàòåì ïðåäëàãàþòñÿ 10 çàäà÷ äëÿ ñàìî-

ñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Â ðàçäåëàõ 2, 4, 6, 7 ðàññìàòðèâàåòñÿ

ïî îäíîé, áîëåå ñëîæíîé çàäà÷å. Ðàçäåë 8 ñîäåðæèò 50 çà-

äà÷ ðàçíîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-

íèÿ. Â ðàçäåëàõ 9�11 àíàëèçèðóþòñÿ òðè ñîâðåìåííûå ýêñ-

òðåìàëüíûå çàäà÷è ñ èíòðèãóþùèì ñîäåðæàíèåì.

Â êíèãó âêëþ÷åí ðàçäåë ¾Ðåøåíèÿ çàäà÷¿. Îí ñîäåð-

æèò ìíîãî îðèãèíàëüíûõ ðåøåíèé. ×èòàòåëþ ðåêîìåíäóåò-

ñÿ ñðàâíèâàòü ñâîè ðåøåíèÿ ñ ðåøåíèÿìè, ïðåäëîæåííûìè â

êíèãå. Âïðî÷åì, ïîëüçà áóäåò è òîãäà, êîãäà óäàñòñÿ ïðîñòî

ðàçîáðàòüñÿ â ïðåäëîæåííîì ðåøåíèè.

Ñ âèäåî-ïðåçåíòàöèåé ïåðâîãî èçäàíèÿ êíèãè ìîæíî îçíà-

êîìèòüñÿ, ïðîéäÿ ïî ññûëêå: http://hdl.handle.net/11701/

23765

Çàíÿòèÿ ïî ýëåìåíòàðíûì ìåòîäàì â ýêñòðåìàëüíûõ çà-

äà÷àõ ïðîâîäÿòñÿ íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì ôàêóëüòåòå

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà ñ 1989 ãîäà. Çà ýòî âðå-

ìÿ íàêîïèëñÿ áîãàòûé ìàòåðèàë, êîòîðûé ïîñëóæèë îñíîâîé

äëÿ äàííîé êíèãè. Êðîìå ñîáñòâåííûõ íàðàáîòîê, èñïîëüçî-

âàëèñü ðàçëè÷íûå ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè. Èõ êðàòêèé ñïè-

ñîê ïðèâåäåí â êîíöå êíèãè.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû ïðèíîñÿò ãëóáîêóþ áëàãîäàð-

íîñòü Ë. Ä. Êóðëÿíä÷èêó, À. À. Òðåòüÿêîâó, Î. Ì. Äìèòðè-

åâîé, Å. Ý. Ðæåâñêîé, Å. Ê. ×åðíýóöàíó, À. Â. Ïëîòêèíó è

Ã. Ø. Òàìàñÿíó çà ïîìîùü, îêàçàííóþ íà ðàçíûõ ýòàïàõ ðà-

áîòû íàä êíèãîé. Â ÷àñòíîñòè, À. Â. Ïëîòêèíûì âûïîëíåíû

âñå ñëîæíûå ðèñóíêè.

Àâãóñò 2021 ã. Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ

Ñ. Ì. Ìàøàðñêèé



Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (÷èñëîâàÿ îñü);

1 : n � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n âêëþ÷è-

òåëüíî;

max{a1, a2, . . . , an} � âåëè÷èíà, ðàâíàÿ íàèáîëüøåìó èç

÷èñåë ak, k ∈ 1 : n;

min{a1, a2, . . . , an} � âåëè÷èíà, ðàâíàÿ íàèìåíüøåìó èç

÷èñåë ak, k ∈ 1 : n;

lg, ln � äåñÿòè÷íûé ëîãàðèôì, íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì;

x = f−1(y) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè y = f(x);

∠ABC � óãîë ABC;

|AB| � äëèíà îòðåçêà AB;

g := h, h =: g � g ðàâíî h ïî îïðåäåëåíèþ;

(3.5)� ïÿòàÿ âûäåëåííàÿ ôîðìóëà â ðàçäåëå 3;

(A.1.6)� ôîðìóëà (1.6) â Ïðèëîæåíèè A;

(B.3.7)� ôîðìóëà (3.7) â Ïðèëîæåíèè B;

� � êîíåö äîêàçàòåëüñòâà.



1. Êëàññè÷åñêèå
ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è

1.1. Çàäà÷à Ôåðìà

Òðåáóåòñÿ âûðåçàòü ó êâàäðàòíîãî ëèñòà ÷åòûðå îäè-

íàêîâûõ êâàäðàòíûõ óãîëêà òàê, ÷òîáû, ïîäíÿâ âåðòèêàëü-

íî áîêîâûå ïðÿìîóãîëüíèêè, ïîëó÷èòü êîðîáêó íàèáîëüøåãî

îáúåìà.

Ôîðìàëè ç à ö è ÿ. Îáîçíà÷èì äëèíó ñòîðîíû êâàäðà-

òà ÷åðåç a, à äëèíó ñòîðîíû óãëîâûõ êâàäðàòèêîâ ÷åðåç x

(ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Êâàäðàò ñ âûðåçàííûìè óãîëêàìè

Çàïèøåì ôîðìóëó äëÿ îáúåìà êîðîáêè

V = (a− 2x)2x.

Ïî ñìûñëó çàäà÷è x ∈ (0, a2 ), ïîýòîìó ñîìíîæèòåëè â ôîð-

ìóëå äëÿ îáúåìà V ïîëîæèòåëüíû. Íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü

âåëè÷èíó V ïðè óñëîâèè x ∈ (0, a2 ).

Ð åø å í è å. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè (A.1.6) èìååì

V =
1

4
(a− 2x)(a− 2x)(4x) ≤ 1

4

(2a
3

)3
=

2

27
a3.
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Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a− 2x = 4x, òî åñòü ïðè x = 1
6 a.

Î ò â å ò. Êîðîáêà áóäåò èìåòü íàèáîëüøèé îáúåì ïðè

x = 1
6 a. Âåëè÷èíà íàèáîëüøåãî îáúåìà ðàâíà

2
27 a

3.

1.2. Çàäà÷à î ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå

Íàéòè ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä íàèáîëüøåãî îáú-

åìà ïðè çàäàííîé ïëîùàäè åãî ïîëíîé ïîâåðõíîñòè.

Ôîðìàëè ç à ö è ÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2, x3 äëèíû ðå-

áåð ïàðàëëåëåïèïåäà è ÷åðåç S ïëîùàäü åãî ïîëíîé ïîâåðõ-

íîñòè. Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

V = x1x2x3

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

2(x1x2 + x2x3 + x3x1) = S;

x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.

Ðåøåíè å. Î÷åâèäíî, ÷òî

V 2 = (x1x2)(x2x3)(x3x1).

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè (A.1.6) èìååì

V 2 ≤
(x1x2 + x2x3 + x3x1

3

)3
=
(S
6

)3
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

V ≤
(S
6

)3/2
. (1.1)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî â ñëó÷àå x1x2 =

= x2x3 = x3x1, òî åñòü òîëüêî òîãäà, êîãäà

x1 = x2 = x3 =

√
1

6
S. (1.2)
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Îòâ å ò. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ çàäàííîé ïëî-

ùàäüþ S ïîëíîé ïîâåðõíîñòè áóäåò èìåòü íàèáîëüøèé îáúåì

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.2). Âåëè÷èíà íàèáîëüøåãî îáúå-

ìà ðàâíà ( 16 S)
3/2.

Ç àì å ÷ à í è å. Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (1.1) ìîæíî ðå-

øèòü â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíóþ çàäà÷ó: ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì îáúåìå V ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà íàéòè ìèíè-

ìàëüíóþ ïëîùàäü åãî ïîëíîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî äîñòà-

òî÷íî ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî (1.1) â âèäå

S ≥ 6V 2/3.

Ìèíèìàëüíàÿ ïëîùàäü ïîëó÷èòñÿ ïðè x1 = x2 = x3 = 3
√
V .

Âåëè÷èíà íàèìåíüøåé ïëîùàäè ðàâíà 6V 2/3.

1.3. Çàäà÷à î êîíè÷åñêîì ôèëüòðå

Ëèñò áóìàãè èìååò ôîðìó êðóãà ðàäèóñà R. Èç íåãî âû-

ðåæåì ñåêòîð ñ óãëîì φ ðàäèàí, à êðàÿ îñòàâøåéñÿ ÷à-

ñòè ñêëåèì. Ïîëó÷èì áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü ïðÿìîãî êðóãî-

âîãî êîíóñà, äëèíà îáðàçóþùåé êîòîðîãî ðàâíà ðàäèóñó êðóãà.

Òðåáóåòñÿ íàéòè óãîë φ, ïîðîæäàþùèé êîíóñ íàèáîëüøåãî

îáúåìà.

Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò â õèìè÷åñêèõ ëàáîðàòîðèÿõ.

Ðèñóíîê 2 ïîÿñíÿåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

Ðèñ. 2. Êðóã ñ âûðåçàííûì ñåêòîðîì
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Ôîðìàëè ç à ö è ÿ. Äëèíà äóãè âûðåçàííîãî ñåêòîðà ðàâ-

íà φR, òàê ÷òî äëèíà îêðóæíîñòè, ëåæàùåé â îñíîâàíèè êî-

íóñà, ðàâíà 2πR−φR. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàäèóñ ýòîé îêðóæ-

íîñòè. Òîãäà 2πr = 2πR− φR è

φ = 2π
(
1− r

R

)
. (1.3)

Âûñîòà êîíóñà h ðàâíà
√
R2 − r2, à åãî îáúåì âûðàæàåòñÿ

ôîðìóëîé

V (r) =
1

3
πr2h =

1

3
πr2
√
R2 − r2.

Áóäåì ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó V (r) ïî r ∈ (0, R).

Ð åø å í è å. Ïî íåðàâåíñòâó (A.2.6) ìåæäó ñðåäíèì ãåî-

ìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì èìååì

V (r) =
2

3
π
( r√

2
· r√

2
·
√
R2 − r2

)
≤ 2

3
π
(R2

3

)3/2
=

2
√
3

27
πR3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

r√
2
=
√
R2 − r2,

òî åñòü òîëüêî ïðè r =
√

2
3 R.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (1.3), ïðèõîäèì ê ñëåäó-

þùåìó çàêëþ÷åíèþ: êîíóñ áóäåò èìåòü íàèáîëüøèé îáúåì,

êîãäà

φ = 2π
(
1−

√
2
3

)
.

Âåëè÷èíà íàèáîëüøåãî îáúåìà ðàâíà 2
√
3

27 πR3.

1.4. Çàäà÷à î øàòðå

Ïðè äàííîì îáúåìå ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà íàéòè íàè-

ìåíüøóþ ïëîùàäü åãî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.

Ôîðìàëè ç à ö è ÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: r � ðàäèóñ îñ-

íîâàíèÿ êîíóñà; h � åãî âûñîòà; ℓ � äëèíà îáðàçóþùåé. Äëÿ
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îáúåìà V è ïëîùàäè S áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà ñïðàâåä-

ëèâû ôîðìóëû

V =
1

3
πr2h, S = πrℓ.

Òðåáóåòñÿ ïðè çàäàííîì V ìèíèìèçèðîâàòü S.

Ð åø å í è å. Òàê êàê ℓ2 = r2 + h2, òî

S2 = π2r2(r2 + h2) = π2r4 +
9V 2

r2
.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè (A.1.6) èìååì

S2 = π2r4 +
9V 2

2r2
+

9V 2

2r2
≥ 3

3

√
81

4
π2V 4,

òàê ÷òî

S ≥
√
3

3

√
9

2
πV 2 = 3

√
3

3

√
1

6
π V 2/3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

2π2r6 = 9V 2 = π2r4h2, òî åñòü êîãäà 2r2 = h2. Â ÷àñòíîñòè,

9V 2 = 2π2r6. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

r =
6

√
9

2π2
V 2. (1.4)

Î ò â å ò. Ïðè çàäàííîì îáúåìå V ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ

áóäåò èìåòü íàèìåíüøóþ ïëîùàäü S áîêîâîé ïîâåðõíîñòè

ïðè r, îïðåäåëÿåìîì ôîðìóëîé (1.4), è h = r
√
2. Âåëè÷èíà

íàèìåíüøåé ïëîùàäè ðàâíà 3
√
3 3

√
1
6 π V

2/3.

1.5. Çàäà÷à Êåïëåðà

Â øàð âïèñàòü öèëèíäð íàèáîëüøåãî îáúåìà.

Ôîðìàëè ç à ö è ÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèàìåòð øàðà è

÷åðåç d, h � äèàìåòð îñíîâàíèÿ è âûñîòó âïèñàííîãî öèëèí-

äðà (ðèñ. 3). Äëÿ îáúåìà âïèñàííîãî öèëèíäðà ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà

V =
1

4
πd2h.
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Ðèñ. 3. Âåðòèêàëüíîå ñå÷åíèå âïèñàííîãî öèëèíäðà

Íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó V ïðè óñëîâèè

d2 + h2 = D2. (1.5)

Ð åø å í è å. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (A.2.6) ìåæäó

ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì. Çàïèøåì

V =
1

2
π
( d√

2
· d√

2
· h
)
≤ 1

2
π
(d2 + h2

3

)3/2
.

Ñ ó÷åòîì (1.5) ïîëó÷àåì

V ≤ 1

2
π
(1
3

)3/2
D3 =

√
3

18
πD3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

d = h
√
2. Ñîîòâåòñòâóþùåå h íàéäåì èç óñëîâèÿ (1.5):

h =

√
3

3
D. (1.6)

Î ò â å ò. Âïèñàííûé öèëèíäð áóäåò èìåòü íàèáîëüøèé

îáúåì ïðè h âèäà (1.6) è d = h
√
2. Âåëè÷èíà íàèáîëüøåãî

îáúåìà ðàâíà
√
3

18 πD
3.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

1.6. Îáúåì ÿùèêà (áåç êðûøêè) ðàâåí V . ×åìó ðàâíà íàè-

ìåíüøàÿ ïëîùàäü åãî ïîâåðõíîñòè?
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1.7. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ïðÿ-

ìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ïðè äàííîé ñóììå äëèí

âñåõ åãî ðåáåð.

1.8. Óêàæèòå ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîãî ÿùèêà çàäàííîãî

îáúåìà V ñ íàèìåíüøåé ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè ïðè

óñëîâèè, ÷òî îòíîøåíèå äëèí ñòîðîí îñíîâàíèÿ ðàâíî k.

1.9. Êàêîé íàèáîëüøèé îáúåì ìîæåò èìåòü ïðÿìîé êðóãî-

âîé öèëèíäð, åñëè ïëîùàäü åãî ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ðàâ-

íà S?

1.10. Áàê öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû äîëæåí âìåùàòü V ëèòðîâ

âîäû. Êàêîâû äîëæíû áûòü åãî ðàçìåðû, ÷òîáû ïëî-

ùàäü ïîâåðõíîñòè (áåç êðûøêè) áûëà ìèíèìàëüíîé?

1.11. Íàéäèòå íàèáîëüøèé îáúåì ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé

ïðèçìû, ó êîòîðîé ïåðèìåòð áîêîâîé ãðàíè ðàâåí P .

1.12. Êîãäà ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, âïèñàííûé â

øàð, èìååò íàèáîëüøèé îáúåì?

1.13. Â ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ âïèñàí öèëèíäð. Ïðè êàêîì

óñëîâèè âïèñàííûé öèëèíäð áóäåò èìåòü íàèáîëüøèé

îáúåì?

1.14. Âïèøèòå â øàð ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ íàèáîëüøåãî

îáúåìà.

1.15. Íàéäèòå ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ íàèìåíüøåãî îáúåìà,

îïèñàííûé îêîëî øàðà.



2. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

2.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó.

Òåëî çàäàííîãî îáúåìà V èìååò ôîðìó ïðÿìîãî êðóãîâîãî

öèëèíäðà ñ êðûøêîé â âèäå ïðÿìîãî êðóãîâîãî êîíóñà. Íàéòè

íàèìåíüøóþ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òàêîãî òåëà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r, h ðàäèóñ îñíîâàíèÿ è âûñîòó öèëèí-

äðà, ÷åðåç ℓ, α � äëèíó îáðàçóþùåé è óãîë ìåæäó îáðàçóþ-

ùåé è ïëîñêîñòüþ, íà êîòîðóþ êîíóñ îïèðàåòñÿ (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4. Âåðòèêàëüíîå ñå÷åíèå ñîñòàâíîãî òåëà

Ôîðìàëèçóåì çàäà÷ó. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷è-

íó

S = πr2 + 2πrh+ πrℓ

ïðè îãðàíè÷åíèè

πr2h+
1

3
πr3 tgα = V. (2.1)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðè ôèêñèðîâàííîì α∈(0, π2 ).

Îòìåòèì, ÷òî ℓ = r
cosα è

πrh =
V

r
− 1

3
πr2 tgα,

ïîýòîìó

S = πr2
(
1− 2

3
tgα+

1

cosα

)
+
V

r
+
V

r
.
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Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè (A.1.6). Ïîëó÷èì

S ≥ 3
3

√
πV 2

(
1− 2

3
tgα+

1

cosα

)
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

πr2
(
1− 2

3
tgα+

1

cosα

)
=
V

r
= πrh+

1

3
πr2 tgα.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

h

r
= 1− tgα+

1

cosα
. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè ïîëíîé ïî-

âåðõíîñòè ñîñòàâíîãî òåëà ïðè ôèêñèðîâàííîì α ñïðàâåäëè-

âà ôîðìóëà

S(α) = 3
3

√
πV 2

(
1− 2

3
tgα+

1

cosα

)
.

Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ r è h íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé (2.1)

è (2.2).

2.2. Òåïåðü áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ S(α) ïî

α ∈ (0, π2 ). Ýòî ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè

φ(α) = 1− 2

3
tgα+

1

cosα
, α ∈

(
0,
π

2

)
.

Èìååì

φ′(α) = − 2

3 cos2 α
+

sinα

cos2 α
=

1

cos2 α

(
sinα− 2

3

)
.

Ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè sinα = 2
3 , ïîëîæèòåëü-

íà ïðè á�îëüøèõ α è îòðèöàòåëüíà ïðè ìåíüøèõ α. Çíà÷èò,

ìèíèìóì φ(α) íà (0, π2 ) äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå

α∗ = arcsin
2

3
.
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Â ýòîé æå òî÷êå äîñòèãàåòñÿ è ìèíèìóì S(α). Òàê êàê

φ(α∗) = 1− 4

3
√
5
+

3√
5
= 1 +

√
5

3
,

òî

S(α∗) = 3
3

√
πV 2

(
1 +

√
5

3

)
.

Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ r∗, h∗, ñîîòâåòñòâóþùèå óãëó α =

= α∗, â ñèëó (2.1) è (2.2) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

h∗
r∗

=
V

πr3∗
− 1

3
tgα∗,

h∗
r∗

= 1− tgα∗ +
1

cosα∗
. (2.3)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

V

πr3∗
= 1− 2

3
tgα∗ +

1

cosα∗
= φ(α∗) = 1 +

√
5

3
.

Ïîëó÷àåì

r∗ =
3

√
V

π

(
1 +

√
5

3

)−1

=
3

√
9

4π

(
1−

√
5

3

)
V .

Ñîãëàñíî (2.3) èìååì

h∗ = r∗

(
1 +

1√
5

)
.



3. Ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà
òðåóãîëüíèêîâ

Òðåóãîëüíèê � ïðîñòåéøàÿ ôèãóðà íà ïëîñêîñòè, îäíàêî

è îí îáëàäàåò ìíîãèìè ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

3.1. Çàäà÷à Ýâêëèäà

Äàí òðåóãîëüíèê ABC (ðèñ. 5). Âûáðàòü íà ñòîðîíå AB

òàêóþ òî÷êó D, ÷òîáû ïîðîæäåííûé åé ïàðàëëåëîãðàìì

EDFC èìåë íàèáîëüøóþ ïëîùàäü.

Ðèñ. 5. Èëëþñòðàöèÿ ê çàäà÷å Ýâêëèäà

Ôîðìàëè ç à ö è ÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

a, h � äëèíà îñíîâàíèÿ è âûñîòà òðåóãîëüíèêà ABC;

x � äëèíà îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà ADE;

y � âûñîòà òðàïåöèè EDBC.

Òàê êàê òðåóãîëüíèê ABC ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåóãîëü-

íèêà ADE è òðàïåöèè EDBC, òî åãî ïëîùàäü ìîæíî âû÷èñ-

ëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1

2
ah =

1

2
x(h− y) +

1

2
(a+ x)y.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ah = xh+ ay. Çíà÷èò,

y =
h

a
(a− x).



ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÒÐÅÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ 19

Äëÿ ïëîùàäè S ïàðàëëåëîãðàììà EDFC ïîëó÷àåì ôîðìóëó

S = xy =
h

a
x(a− x). (3.1)

Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü S ïî x ∈ (0, a).

Ð åø å í è å. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè (A.1.6)

ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x è a− x, ñîãëàñíî êîòîðîìó

x(a− x) ≤
(x+ (a− x)

2

)2
=
a2

4
. (3.2)

Ðàâåíñòâî â ýòîì íåðàâåíñòâå äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà x = a − x, òî åñòü òîëüêî ïðè x = 1
2a. Îáúåäèíèâ (3.1)

è (3.2), ïðèäåì ê îöåíêå

S ≤ 1

4
ah.

Îíà âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè x = 1
2a.

Î ò â å ò. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà EDFC áóäåò íàè-

áîëüøåé, åñëè òî÷êàD ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé òî÷êîé ñòîðîíû AB.

3.2. Ïðîñòåéøàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à

Â êàêîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê ñ äàííûì ïîëóïåðèìåòðîì p

èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü?

Ð åø å í è å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b, c äëèíû ñòîðîí òðå-

óãîëüíèêà ñ ïîëóïåðèìåòðîì p. Çàïèøåì ôîðìóëó Ãåðîíà

äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà

S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c). (3.3)

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè (A.1.6) èìååì

(p− a)(p− b)(p− c) ≤
(p
3

)3
. (3.4)

Îáúåäèíèâ (3.3) è (3.4), ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

S ≤ p2

3
√
3
.
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Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

p− a = p− b = p− c,

òî åñòü êîãäà a = b = c.

Î ò â å ò. Íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ïðè çàäàííîì ïîëóïåðè-

ìåòðå èìååò ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

3.3. Çàäà÷à îá îòíîøåíèè ðàäèóñîâ âïèñàííîé

è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé

Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ðàäèóñà âïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè ê ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè íå ïðåâîñõîäèò 1
2 .

Êîãäà äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?

Ôîðìà ëè ç à ö è ÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ äâóìÿ ôîðìóëàìè äëÿ

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà

S = pr, S =
abc

4R
, (3.5)

ãäå a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà; p � ïîëóïåðèìåòð;

r è R � ðàäèóñû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñîîò-

âåòñòâåííî. Èç (3.5) ñëåäóåò, ÷òî

S2 =
1

4
pabc

r

R
,

òàê ÷òî
r

R
=

4S2

pabc
.

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû Ãåðîíà ïîëó÷àåì

r

R
=

4(p− a)(p− b)(p− c)

abc
. (3.6)

Ð åø å í è å. Èìååì

2
√
(p− a)(p− b) ≤ 2p− a− b = c;

2
√
(p− b)(p− c) ≤ 2p− b− c = a;

2
√
(p− c)(p− a) ≤ 2p− c− a = b.
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Ïåðåìíîæèì ýòè íåðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì

8(p− a)(p− b)(p− c) ≤ abc. (3.7)

Îáúåäèíèâ (3.6) è (3.7), ïðèäåì ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó
r
R ≤ 1

2 . Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà a = b = c.

Î ò â å ò. Îòíîøåíèå ðàäèóñà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ê ðà-

äèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò 1
2

è äîñòèãàåò 1
2 òîëüêî äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.

3.4. Çàäà÷à î ìåäèàíå

Ó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà èçâåñòíà äëèíà ìåäèà-

íû íà áîêîâóþ ñòîðîíó. Óêàæèòå íàèáîëüøóþ ïëîùàäü òà-

êîãî òðåóãîëüíèêà.

Ôîðìàëè ç à ö è ÿ. Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåí ðàâíîáåä-

ðåííûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ìåäèàíîé CD, äëèíà êîòîðîé

ðàâíà m.

Ðèñ. 6. Èëëþñòðàöèÿ ê çàäà÷å î ìåäèàíå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, h äëèíó îñíîâàíèÿ è âûñîòó òðåóãîëü-

íèêà ABC è ÷åðåç x äëèíó îòðåçêà CF . Òàê êàê òî÷êà D �

ñåðåäèíà ñòîðîíû AB, òî

h = 2
√
m2 − x2, x =

3

4
a.
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Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC:

S =
1

2
ah =

4

3
x
√
m2 − x2.

Ðåøåíè å. Ïî íåðàâåíñòâó (A.2.6) ìåæäó ñðåäíèì ãåî-

ìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì ïîëó÷àåì

S ≤ 4

3

x2 + (m2 − x2)

2
=

2

3
m2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

x2 = m2 − x2, òî åñòü òîëüêî ïðè x = m√
2
.

Îòìåòèì, ÷òî â îïòèìàëüíîì ñëó÷àå ñèíóñ óãëà DCF ðà-

âåí √
m2 − x2

m
=

x

m
=

1√
2
,

òàê ÷òî ñàì óãîë DCF ðàâåí π
4 .

Î ò â å ò. Íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-

íèêà ñ çàäàííîé äëèíîé ìåäèàíû íà áîêîâóþ ñòîðîíó ðàâ-

íà 2
3m

2. Îíà äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà óãîë ìåæäó

ìåäèàíîé è îñíîâàíèåì òðåóãîëüíèêà ðàâåí π
4 .

3.5. Çàäà÷à îá îáúåìå òåëà âðàùåíèÿ

Ïåðèìåòð ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 2p. Êàêîé

äëèíû äîëæíû áûòü åãî ñòîðîíû, ÷òîáû îáúåì òåëà, îáðà-

çîâàííîãî âðàùåíèåì ýòîãî òðåóãîëüíèêà âîêðóã åãî îñíîâà-

íèÿ, áûë íàèáîëüøèì?

Ôîðìà ëè ç à ö è ÿ. Îáîçíà÷èì äëèíó îñíîâàíèÿ ðàâíî-

áåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ÷åðåç a è äëèíó áîêîâûõ ñòîðîí ÷å-

ðåç b. Òåëî âðàùåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ êîíóñîâ. Åãî îáúåì

ðàâåí

V =
2

3
π
(
b2 − a2

4

)a
2
=

π

12
(4b2 − a2)a =

=
π

12
(2b− a)(2b+ a)a.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2b+ a = 2p è 2b− a = 2p− 2a, ïîëó÷àåì

V =
π

3
pa(p− a).

Ðåøåíè å. Èìååì

V ≤ π

12
p3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a = p−a, òî åñòü òîëüêî ïðè a = 1
2p. Äëèíà b áîêîâûõ ñòîðîí

ðàâíà 3
4p.

Î ò â å ò. Íàèáîëüøèé îáúåì òåëà âðàùåíèÿ ðàâåí π
12p

3.

Îí äîñòèãàåòñÿ, êîãäà äëèíà îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà ðàâ-

íà 1
2p, à äëèíà áîêîâûõ ñòîðîí ðàâíà

3
4p.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

3.6. Äàíû óãîë (îñòðûé èëè òóïîé) è òî÷êà M âíóòðè íåãî.

Ïðîâåäèòå ÷åðåç òî÷êó M ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû îíà îòñå-

êàëà îò óãëà òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåé ïëîùàäè.

3.7. Äàíû îñòðûé óãîë è òî÷êà M âíóòðè íåãî. Íàéäèòå

äâå òî÷êè A è B íà ñòîðîíàõ óãëà òàê, ÷òîáû ïåðèìåòð

òðåóãîëüíèêà MAB áûë íàèìåíüøèì.

3.8. Êîãäà òðåóãîëüíèê ñ äàííûì îñíîâàíèåì è äàííîé ñóì-

ìîé äëèí áîêîâûõ ñòîðîí èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü?

3.9. ×åìó ðàâíà íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü ðàâíîáåäðåííîãî òðå-

óãîëüíèêà, ó êîòîðîãî äëèíà áîêîâîé ñòîðîíû ðàâíà ℓ ?

3.10. Ñóììà äëèí êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâ-

íà d. Â êàêîì ñëó÷àå äëèíà åãî ãèïîòåíóçû áóäåò íàè-

ìåíüøåé?
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3.11. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è âûÿñíèòå, êîãäà äëè-

íà âûñîòû, îïóùåííîé èç ïðÿìîãî óãëà íà ãèïîòåíóçó,

áóäåò íàèáîëüøåé.

3.12. Èçâåñòåí ïîëóïåðèìåòð p òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå íàè-

áîëüøèé ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

3.13. Èçâåñòíà ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà. Âûÿñíèòå, êîãäà

ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ïðèíèìà-

åò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

3.14. Âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà óêàæèòå òî÷êó, ó

êîòîðîé íàèáîëüøåå èç ðàññòîÿíèé äî âåðøèí òðåóãîëü-

íèêà ìèíèìàëüíî.

3.15. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

1

a+ b− c
+

1

b+ c− a
+

1

c+ a− b
,

ãäå a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ äàííûì ïî-

ëóïåðèìåòðîì p.



4. Î öåíòðå ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà

4.1. Öåíòðîì ïðàâèëüíîãî (ðàâíîñòîðîííåãî) òðåóãîëüíè-

êà íàçûâàåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ åãî ìåäèàí, âûñîò è

áèññåêòðèñ. Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òàêæå öåíòðîì âïèñàííîé è

îïèñàííîé îêðóæíîñòåé.

Öåíòð îáëàäàåò íåêîòîðûìè ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Ðàññìîòðèì îäíî èç íèõ.

Òåîðåìà 4.1. Öåíòð ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåò-

ñÿ åäèíñòâåííîé âíóòðåííåé òî÷êîé, ñóììà ðàññòîÿíèé êî-

òîðîé äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà ìèíèìàëüíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà ðèñóíêå 7 èçîáðàæåíû ïðàâèëü-

íûé òðåóãîëüíèê ABC ñ öåíòðîì O è åãî êîïèÿ � òðåóãîëü-

íèê AB′B, ïîëó÷åííûé âðàùåíèåì òðåóãîëüíèêà ABC âî-

êðóã òî÷êè A íà 60◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ðèñ. 7. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê è åãî êîïèÿ

Ñîåäèíèì òî÷êè O′ è O îòðåçêîì. Òðåóãîëüíèê AO′O ðàâ-

íîñòîðîííèé, òàê êàê ∠O′AO = 60◦ è |AO′| = |AO|. Òî÷-
êè B′, O′, O è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Î÷åâèäíî, ÷òî
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|B′O′| = |BO| è |AO| = |O′O|. Ïîýòîìó

|OA|+ |OB|+ |OC| = |B′C|. (4.1)

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè O äî âåðøèí òðå-

óãîëüíèêà ABC ðàâíà äëèíå îòðåçêà B′C.

Òåïåðü âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ òî÷êó P òðå-

óãîëüíèêà ABC. Ïðè ïîâîðîòå òðåóãîëüíèêà ABC âîêðóã

òî÷êè A íà 60◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè òî÷êè B, P ïåðåé-

äóò ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êè B′, P ′ (ðèñ. 8).

Ðèñ. 8. Îáðàç òî÷êè P ïðè ïîâîðîòå îòðåçêà AP íà 60◦

Ñîåäèíèì òî÷êè P è P ′ îòðåçêîì. Ïîëó÷èì ïðàâèëü-

íûé òðåóãîëüíèê AP ′P . Ïî ïîñòðîåíèþ |B′P ′| = |BP | è
|P ′P | = |AP |, ïîýòîìó ñóììà |PA|+ |PB|+ |PC| ðàâíà äëèíå
ëîìàíîé B′P ′PC. Äëèíà ýòîé ëîìàíîé íå ìåíüøå |B′C|. Ó÷è-
òûâàÿ (4.1), ïîëó÷àåì

|PA|+ |PB|+ |PC| ≥ |OA|+ |OB|+ |OC|. (4.2)

Íåðàâåíñòâî (4.2) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà òî÷êè P è P ′ ëåæàò íà îòðåçêå B′C (ðèñ. 9). Ïî-

êàæåì, ÷òî ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè P = O.
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Ðèñ. 9. Ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè P è P ′ ëåæàò íà îòðåçêå B′C

Ïî ïîñòðîåíèþ ∠B′AC = 120◦ è ∠P ′PA = 60◦. Èç ïåð-

âîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ∠PCA = 30◦, èç âòîðîãî � ÷òî

∠APC = 120◦. Çíà÷èò, ∠PAC = 30◦. Ïîëó÷èëè, ÷òî òðå-

óãîëüíèê APC ðàâíîáåäðåííûé. Ó íåãî |PA| = |PC|.
Äàëåå, ó ðîìáà ACBB′ äèàãîíàëè B′C è BA âçàèìíî

ïåðïåíäèêóëÿðíû è â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì.

Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî |PB| = |PA|. Ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

|PB| = |PA| = |PC|. Îíè õàðàêòåðèçóþò òî÷êó P êàê öåíòð

òðåóãîëüíèêà ABC.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �



5. Ýêñòðåìàëüíûå
àëãåáðàè÷åñêèå çàäà÷è

Ïåðåõîäèì ê àëãåáðàè÷åñêèì çàäà÷àì.

5.1. Íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = (x+ 1)3 +
6

x2

íà ïîëóîñè (0,+∞).

Ðåøåíè å. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Êîøè ìåæäó ñðåä-

íèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì, ïîëó÷àåì

f(x) = x3 + 3x2 + 3x+ 1 +
6

x2
=

= x3 + x2 + x2 + x2 + x+ x+ x+ 1 +
1

x2
+ · · ·+ 1

x2︸ ︷︷ ︸
6 ðàç

≥

≥ 14
14

√
x12

x12
= 14.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè x = 1.

Î ò â å ò. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) íà (0,+∞)

ðàâíî 14 è äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå x = 1.

5.2. Äàíû íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, â ñóììå ðàâíûå

åäèíèöå. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
√
a2 + ab+ b2 +

√
b2 + bc+ c2 +

√
c2 + ca+ a2.

Ðåøåíè å. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x, y èìååì

4(x2 + xy + y2) ≥ 3(x+ y)2, (5.1)

ïðè÷åì íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè

x = y. Èç (5.1) ñëåäóåò, ÷òî√
x2 + xy + y2 ≥

√
3

2
(x+ y).
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Ïðèìåíèâ ýòî íåðàâåíñòâî ê îöåíêå w, ïîëó÷èì

w ≥
√
3(a+ b+ c) =

√
3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè a = b =

= c = 1
3 .

Î ò â å ò. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî
√
3. Îíî äîñòèãà-

åòñÿ â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå a = b = c = 1
3 .

5.3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
xy

z
+
yz

x
+
zx

y

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

x+ y + z = 1, x > 0, y > 0, z > 0.

Ðåøåíè å. Èìååì

w =
1

2

[(xy
z

+
yz

x

)
+
(yz
x

+
zx

y

)
+
(zx
y

+
xy

z

)]
.

Êàæäóþ êðóãëóþ ñêîáêó îöåíèì ïî íåðàâåíñòâó Êîøè. Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷èì

w ≥ y + z + x = 1.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà
xy

z
=
yz

x
=
zx

y
.

Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè x = z = y.

Î ò â å ò. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî åäèíèöå è äîñòè-

ãàåòñÿ â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà x = y = z = 1
3 .

5.4. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, A � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è

c1, c2, . . . , cn � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Íàéäèòå

ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è: ìàêñèìèçèðîâàòü âûðàæåíèå

w = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = A,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0.
(5.2)

Ð åø å í è å. Íàáîð ÷èñåë (x1, x2, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé óñëîâèÿì (5.2), áóäåì íàçûâàòü ïëàíîì. Òðåáóåòñÿ íàéòè

ïëàí, íà êîòîðîì âûðàæåíèå w äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà-

÷åíèÿ.

Îáîçíà÷èì N = 1 : n,

M = max
k∈N

{ ck
ak

}
,

è ïóñòü J =
{
k ∈ N

∣∣ ck/ak = M
}
. Äëÿ ëþáîãî ïëàíà

(x1, x2, . . . , xn) èìååì

n∑
k=1

ckxk =

n∑
k=1

( ck
ak

−M
)
akxk +M

n∑
k=1

akxk =

=
∑

k∈N\J

( ck
ak

−M
)
akxk +MA.

(5.3)

Òàê êàê
ck
ak

< M ïðè k ∈ N \ J,

êîýôôèöèåíòû ak ïîëîæèòåëüíû è xk ≥ 0, òî∑
k∈N\J

( ck
ak

−M
)
akxk ≤ 0,

ïðè÷åì íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà

xk = 0 ïðè âñåõ k ∈ N \ J. (5.4)

Íà îñíîâàíèè (5.3) çàêëþ÷àåì, ÷òî

n∑
k=1

ckxk ≤MA.
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Îïòèìàëüíûì áóäåò ëþáîé ïëàí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-

âèþ (5.4).

Óêàæåì îñíîâíûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ. Çàôèêñèðóåì èíäåêñ

k0 ∈ J . Ïëàí (x1, x2, . . . , xn) ñ êîìïîíåíòàìè

xk =

A/ak0
ïðè k = k0,

0 ïðè îñòàëüíûõ k ∈ N
(5.5)

áóäåò îïòèìàëüíûì. Åñëè ìíîæåñòâî J ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-

íîãî èíäåêñà k0, òî ïëàí ñ êîìïîíåíòàìè (5.5) � åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è.

Ç àì å ÷ à í è å. Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-

øåé çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

5.5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = c1x
2
1 + c2x

2
2 + · · ·+ cnx

2
n

ïðè îãðàíè÷åíèè

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = A.

Çäåñü âñå ck ïîëîæèòåëüíû è A îòëè÷íî îò íóëÿ.

Ðåøåíè å. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

èìååì( n∑
k=1

akxk

)2
=
( n∑
k=1

ak√
ck

(
√
ck xk)

)2
≤
( n∑
k=1

a2k
ck

)( n∑
k=1

ckx
2
k

)
.

(5.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïëàíà x = (x1, x2, . . . , xn)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

ckx
2
k ≥ A2

( n∑
k=1

a2k
ck

)−1

. (5.7)
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Íåðàâåíñòâî (5.6)
(
à çíà÷èò, è (5.7)

)
âûïîëíÿåòñÿ êàê ðà-

âåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
√
ck xk = t ak√

ck
ïðè íåêî-

òîðîì t è âñåõ k ∈ 1 : n, òî åñòü ïðè xk = t ak

ck
, k ∈ 1 : n.

Êîíñòàíòó t íàéäåì èç îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è. Ïîëó÷èì

t = A
( n∑
k=1

a2k
ck

)−1

.

Êîìïîíåíòû îïòèìàëüíîãî ïëàíà ïðèíèìàþò âèä

xk = A
ak
ck

( n∑
k=1

a2k
ck

)−1

, k ∈ 1 : n.

Çàì å ÷ à í è å. Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-

øåé çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è

5.6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = ab+ bc+ ca

ïðè óñëîâèè a+ b+ c = 1.

5.7. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = ab+ bc

ïðè óñëîâèè a2 + b2 + c2 = 1.

5.8. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèå óñëîâèþ

a2 + b2 + c2 = 1.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
ab

c
+
bc

a
+
ca

b
.
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5.9. Ïóñòü x, y � ÷èñëà èç èíòåðâàëà (−1, 1), óäîâëåòâîðÿ-

þùèå óñëîâèþ x + y = a, ãäå a ∈ (−2, 2) � ïàðàìåòð.

Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
√

1− x2 +
√
1− y2.

5.10. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
a

1− a
+

b

1− b
+

c

1− c
+

d

1− d
,

ãäå a, b, c, d � ÷èñëà èç èíòåðâàëà (0, 1), óäîâëåòâîðÿ-

þùèå óñëîâèþ

a2 + b2 + c2 + d2 = 1.

5.11. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
a

a+ 2b+ c
+

b

b+ 2c+ d
+

c

c+ 2d+ a
+

d

d+ 2a+ b
,

ãäå a, b, c, d � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

5.12. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =

n∑
k=1

ak+1 + ak+2

ak
,

ãäå an+1 = a1, an+2 = a2.

5.13. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =

n∑
k=1

ak
s− ak

,

ãäå a1, a2, . . . , an � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-

ëà è s = a1 + a2 + · · ·+ an.
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5.14. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =

n∑
k=1

s− ak
ak

,

ãäå a1, a2, . . . , an � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è

s = a1 + a2 + · · ·+ an.

5.15. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =

n∑
k=1

ak
s+ ak

,

ãäå a1, a2, . . . , an � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è

s = a1 + a2 + · · ·+ an.



6. Åùå îäíà ïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à

Î÷åðåäíàÿ çàäà÷à ñîäåðæèò âñåãî äâå ïåðåìåííûå, îäíà-

êî íàëè÷èå ïàðàìåòðà â îãðàíè÷åíèè-íåðàâåíñòâå äåëàåò åå

àíàëèç ñîâñåì íåïðîñòûì. Èòàê,

òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

f(x, y) = x2 + (y − 1)2

ïðè îãðàíè÷åíèè ax2 ≥ y. Çäåñü a > 0 � ïàðàìåòð.

Ð åø å í è å. Ïðè ax2 ≥ y èìååì

f(x, y) ≥ y

a
+ (y − 1)2 = y2 −

(
2− 1

a

)
y + 1 =

=
[
y −

(
1− 1

2a

)]2
+

1

a
− 1

4a2
≥ 1

a

(
1− 1

4a

)
.

(6.1)

Íåðàâåíñòâî

f(x, y) ≥ 1

a

(
1− 1

4a

)
âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

y = 1− 1

2a
è ax2 = y.

Îáîçíà÷èì y∗ = 1 − 1
2a . Ïðè a >

1
2 áóäåò y∗ > 0. Èç óñëîâèÿ

ax2 = y∗ íàõîäèì

x = ±
√

1

a

(
1− 1

2a

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè a > 1
2 èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò äâà ðå-

øåíèÿ(√
1

a

(
1− 1

2a

)
, 1− 1

2a

)
è

(
−
√

1

a

(
1− 1

2a

)
, 1− 1

2a

)
. (6.2)
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Ðèñ. 10. Îïòèìàëüíàÿ ñèòóàöèÿ ïðè a > 1
2

Ðèñóíîê 10 ïîÿñíÿåò ýòó ñèòóàöèþ. Çàøòðèõîâàíî ìíîæå-

ñòâî âåêòîðîâ (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ çàäà÷è.

Ïóñòü a ∈ (0, 12 ]. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî íà ïàðàõ

(x, y) ñ y < 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(x, y) > 1.

Âîçüìåì ïàðó (x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì y ≥ 0 è

ax2 ≥ y. Òàê æå êàê ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà (6.1), ïîëó÷èì

f(x, y) ≥ y2 +
2

a

(1
2
− a
)
y + 1 ≥ 1.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

ax2 = y è y = 0, òî åñòü íà ïàðå (0, 0).

Çíà÷èò, ïðè a ∈ (0, 12 ] èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå x∗ = y∗ = 0.

Ðèñóíîê 11 èëëþñòðèðóåò ýòîò ðåçóëüòàò. Îêðóæíîñòü

x2 + (y − 1)2 = 1 íàõîäèòñÿ íàä ïàðàáîëîé y = ax2 ïðè âñåõ

a ∈ (0, 12 ], êàñàÿñü ïàðàáîëû â íà÷àëå êîîðäèíàò.
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Ðèñ. 11. Îïòèìàëüíàÿ ñèòóàöèÿ ïðè a ∈ (0, 1
2
]

Îòâ å ò. Ïðè a > 1
2 çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ âè-

äà (6.2). Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè f(x, y) ðàâ-

íî 1
a

(
1− 1

4a

)
. Ïðè a ∈ (0, 12 ] ðåøåíèå åäèíñòâåííî: x∗ = y∗ = 0.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x, y) ðàâíî åäèíèöå.

Ç àì å ÷ à í è å. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a = 1
2 ÿâëÿåòñÿ êðè-

òè÷åñêèì. Ïðè a > 1
2 çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ, à ïðè a = 1

2

è a ∈ (0, 12 ) ðåøåíèå åäèíñòâåííîå.



7. Ïðåîáðàçîâàíèå
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïà-

ðàìåòðîâ:

ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

w = xλ1
1 xλ2

2 · · ·xλn
n

ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ

a1x
µ1

1 + a2x
µ2

2 + · · ·+ anx
µn
n = A,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0.

Çäåñü λ1, λ2, . . . , λn, µ1, µ2, . . . , µn, a1, a2, . . . , an, A � ïî-

ëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû.

Ïîëó÷èì ÿâíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

βk =
λk
µk
, s =

n∑
k=1

βk, αk =
βk
s
,

B =

n∏
k=1

(βk
ak

)βk

.

Òåîðåìà 7.1. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî B
(
1
sA
)s

è

äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåêòîðå x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n)

ñ êîìïîíåíòàìè

x∗k =
(
A

αk

ak

)1/µk

, k ∈ 1 : n.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì

xλk

k =
(akµk

λk
xµk

k

)λk/µk
( λk
akµk

)λk/µk

=

=
(ak
βk

xµk

k

)βk
(βk
ak

)βk

.

Äëÿ w ïîëó÷èì äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå

w =

n∏
k=1

xλk

k = B

n∏
k=1

(ak
βk

xµk

k

)βk

. (7.1)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ÷èñëà αk ïîëîæèòåëüíûå è â ñóììå ðàâ-

íû åäèíèöå. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (B.3.10) ìåæäó âçâåøåí-

íûì ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è âçâåøåííûì ñðåäíèì àðèô-

ìåòè÷åñêèì èìååì
n∏

k=1

(ak
βk

xµk

k

)αk

≤
n∑

k=1

αk

(ak
βk

xµk

k

)
=

1

s

n∑
k=1

akx
µk

k =
1

s
A.

(7.2)

Âîçâåäåì ýòî íåðàâåíñòâî â ñòåïåíü s. Ïîëó÷èì

n∏
k=1

(ak
βk

xµk

k

)βk

≤
(1
s
A
)s
.

Íåðàâåíñòâî (7.1) äëÿ äîïóñòèìûõ x1, x2, . . . , xn ïðèíèìàåò

âèä

w ≤ B
(1
s
A
)s
. (7.3)

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà,

êîãäà íåðàâåíñòâî (7.2) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Ïîñëåä-

íåå âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a1
β1
xµ1

1 =
a2
β2
xµ2

2 = · · · = an
βn

xµn
n =: h.

Ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

xk =
(
h
βk
ak

)1/µk

, k ∈ 1 : n.
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Êîíñòàíòó h íàéäåì èç óñëîâèÿ

n∑
k=1

ak

(
h
βk
ak

)
= A.

Ïîëó÷èì

h = A
/( n∑

k=1

βk

)
=

1

s
A.

Ïîäâåäåì èòîã: íåðàâåíñòâî (7.3) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåí-

ñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

xk =
(1
s
A
βk
ak

)1/µk

=
(
A

αk

ak

)1/µk

, k ∈ 1 : n.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �



8. Ðàçíûå çàäà÷è

8.1. Äâà êîðàáëÿ äâèãàþòñÿ ïî äâóì âçàèìíî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûì íàïðàâëåíèÿì ñî ñêîðîñòÿìè v1 è v2 ñîîòâåòñòâåííî.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðâûé êîðàáëü íàõîäèòñÿ íà

ðàññòîÿíèè s1 äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìàðøðóòîâ, à âòîðîé êî-

ðàáëü � íà ðàññòîÿíèè s2. Â êàêîé ìîìåíò ðàññòîÿíèå ìåæäó

êîðàáëÿìè áóäåò íàèìåíüøèì è ÷åìó ðàâíî ýòî íàèìåíüøåå

ðàññòîÿíèå?

8.2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

w = a2 + ab+ b2 + a+ b,

ãäå a è b � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

8.3. Ïóñòü c � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. ×åìó ðàâíî

íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = (1 + c)a2 + (1 + 1
c )b

2

ïðè îãðàíè÷åíèè a+ b = 1?

8.4. Ïóñòü a, b, c � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà,

ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷å-

íèå âûðàæåíèÿ

w = a2 + b2 + c2 − 2ab− 2bc− 2ca.

8.5. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà ïðè óñëîâèè, ÷òî äëèíà òðåõ åãî ñòîðîí ðàâíà åäè-

íèöå?

8.6. Ïåðèìåòð êðóãîâîãî ñåêòîðà ðàâåí P . Óêàæèòå ïàðà-

ìåòðû ñåêòîðà, ïðè êîòîðûõ åãî ïëîùàäü áóäåò íàèáîëüøåé.
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8.7. Ïðÿìîóãîëüíèê âïèñàí â ôèãóðó, îãðàíè÷åííóþ ïà-

ðàáîëîé y = ax2 è ïðÿìîé y = h. Çäåñü a è h � ïîëîæè-

òåëüíûå ïàðàìåòðû. ×åìó ðàâíà íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü òàêîãî

ïðÿìîóãîëüíèêà?

8.8. Îêíî èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà, çàâåðøåííîãî

ñâåðõó ïîëóêðóãîì. Êàêîâû äîëæíû áûòü ðàçìåðû îêíà, ÷òî-

áû ïðè çàäàííîì ïåðèìåòðå åãî ïëîùàäü áûëà íàèáîëüøåé?

8.9. Òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð,

çàâåðøåííûé ñâåðõó ïîëóñôåðîé. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ ïëî-

ùàäü ïîâåðõíîñòè òåëà, åñëè åãî îáúåì ðàâåí V ?

8.10. Ïóñòü a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Äîêà-

æèòå íåðàâåíñòâî

(a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c) ≤ abc.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.11. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b, c äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
1

a+ b− c
+

1

a− b+ c
+

1

−a+ b+ c

ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå ÷èñåë a, b, c ðàâ-

íî H.

8.12. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1
√
a+

√
b−

√
c
+

1
√
a−

√
b+

√
c
+

1

−
√
a+

√
b+

√
c
≥

≥ 3(
√
a+

√
b+

√
c)

a+ b+ c
,

ãäå a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Êîãäà íåðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.13. Çàäàíà ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå íàèìåíü-

øåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = ab+ bc+ ca,
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ãäå a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

8.14. Ïóñòü ÷èñëà a1, a2, . . . , an ïðèíàäëåæàò îòðåçêó

[0, 1]. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(a1 + a2 + · · ·+ an + 1)2 ≥ 4(a21 + a22 + · · ·+ a2n).

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.15. Íàèáîëüøåå èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . ,

an ðàâíî a > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

a21 + a22 + · · ·+ a2n
n

≤
(a1 + a2 + · · ·+ an

n

)2
+
a2

4
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.16. Ïóñòü a > 1 è b > 1. Äîêàæèòå, ÷òî

√
a− 1 +

√
b− 1 ≤

√
ab.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.17. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

a
√
bc+ b

√
ca+ c

√
ab ≤ 1

3
(a+ b+ c)2.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.18. Ïóñòü a, b � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì

a2 + b2 = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

a3 + b3 ≥
√
2 ab.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.19. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

a2b+ b2c+ c2a+ abc ≤ 4

27
(a+ b+ c)3.
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Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.20. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(a+ b)4 ≥ 8ab(a2 + b2).

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.21. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå,

÷òî
a

bc
+

b

ca
+

c

ab
≥ 1

a
+

1

b
+

1

c
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.22. (Íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà). Âîçüìåì äâà ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñëà p, q, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

1

p
+

1

q
= 1.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an è

b1, b2, . . . , bn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

akbk ≤
( n∑

k=1

apk

)1/p( n∑
k=1

bqk

)1/q
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.23. (Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà). Ïóñòü a1, a2, . . . , an è

b1, b2, . . . , bn � äâå îäèíàêîâî ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (ak−ai)(bk−bi) ≥ 0

ïðè âñåõ k, i èç 1 : n). Äîêàæèòå, ÷òî

a1+a2+ · · ·+an
n

· b1+b2+ · · ·+bn
n

≤ a1b1+a2b2+ · · ·+anbn
n

.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.24. Öåíà áðèëëèàíòà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó åãî âå-

ñà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàçäåëèòü áðèëëèàíò íà íåñêîëüêî



ÐÀÇÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 45

÷àñòåé, òî ñòîèìîñòü åãî óìåíüøèòñÿ, ïðè÷åì ïîíèæåíèå ñòî-

èìîñòè áóäåò íàèáîëüøèì, êîãäà âñå ÷àñòè áóäóò èìåòü îäè-

íàêîâûé âåñ.

8.25. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an =
lg 2 · lg 3 · · · lg n

2n−1
, n = 2, 3, . . .

Ïðè êàêîì n çíà÷åíèå an ìèíèìàëüíî?

8.26. Äâîéíîé ôàêòîðèàë îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:
(2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · (2n− 1);

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · · · (2n).

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ≥ 2 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1

2
√
n
<

(2n− 1)!!

(2n)!!
<

1√
2n+ 1

.

8.27. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ

xy

z
+
yz

x
+
zx

y
= 3.

8.28. Ïóñòü a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Íàéäèòå íàè-

áîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ íà R ôóíêöèè

f(x) =
x

ax2 + b
.

8.29. Ðàññìîòðèì íà ïîëóîñè (p,+∞) ôóíêöèþ

f(x) =
ax2 + bx+ c

x− p
.

Ïîëîæèì A = ap2+bp+c. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ñòðî-

ãî âûïóêëà ïðè A > 0, ñòðîãî âîãíóòà ïðè A < 0 è ëèíåéíà

ïðè A = 0.
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8.30. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, íå âñå

ðàâíûå ìåæäó ñîáîé. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

F (p) = ln
ap1 + ap2 + · · ·+ apn

n

ñòðîãî âûïóêëà íà R.

8.31. Âîçüìåì äâà ÷èñëà a > 1 è b > 1. Äîêàæèòå, ÷òî

(1 + a)(1 + b) ≤
(
1 +

√
ab
)(

1 +
a+ b

2

)
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.32. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ a, b ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî √
a2 + b2

2
− a+ b

2
≤ (a− b)2

4(a+ b)
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.33. Ïóñòü a1, a2, . . . , an è b1, b2, . . . , bn � íåîòðèöà-

òåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî√
a1b1 +

√
a2b2 + · · ·+

√
anbn ≤

≤
√
(a1 + a2 + · · ·+ an)(b1 + b2 + · · ·+ bn).

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.34. Íàéäèòå ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è: ìèíèìèçè-

ðîâàòü ñóììó

w =

n∑
k=1

xk lnxk

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

n∑
k=1

xk = A; xk ≥ 0 ïðè âñåõ k ∈ 1 : n.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.



ÐÀÇÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 47

8.35. Ïóñòü b1, b2, . . . , bn � ïîëîæèòåëüíûå è a1, a2, . . . ,

an, c � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

a1 + a2 + · · ·+ an
b1 + b2 + · · ·+ bn

− c ≤ max
k∈1:n

{ak
bk

− c
}
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.36. Îêîëî îêðóæíîñòè îïèøèòå n-óãîëüíèê íàèìåíü-

øåé ïëîùàäè.

8.37. Âïèøèòå â îêðóæíîñòü n-óãîëüíèê íàèáîëüøåé ïëî-

ùàäè.

8.38. Ïóñòü α, β, γ � óãëû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Äîêàæèòå, ÷òî

sin2
α

2
+ sin2

β

2
+ sin2

γ

2
≥ 3

4
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.39. Ïóñòü α, β, γ � óãëû òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå íåðà-

âåíñòâî

sinα · sinβ · sin γ ≤ 3
√
3

8
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.40. Äîêàæèòå, ÷òî

1

sinα
+

1

sinβ
+

1

sin γ
≥ 2

√
3.

Çäåñü α, β, γ � óãëû òðåóãîëüíèêà. Êîãäà íåðàâåíñòâî âû-

ïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

8.41. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w = sinα · sinβ + cosα+ cosβ

ïî âñåì α è β èç îòðåçêà
[
0, π

2

]
.
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8.42. Ïóñòü α, β, γ � óãëû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Äîêàæèòå, ÷òî

sinα+ sinβ + sin γ > 2.

Ìîæíî ëè óâåëè÷èòü êîíñòàíòó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà?

8.43. Ïóñòü α, β, γ � óãëû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Äîêàæèòå, ÷òî

cos2
α

2
+ cos2

β

2
+ cos2

γ

2
> 2.

Ìîæíî ëè óâåëè÷èòü êîíñòàíòó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà?

8.44. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íàòóðàëüíîì n ≥ 2 ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

(n+ 1) cos
π

n+ 1
− n cos

π

n
> 1.

Ìîæíî ëè óâåëè÷èòü êîíñòàíòó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà?

8.45. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = 2sin x + 2cos x

íà îòðåçêå [0, 2π].

8.46. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàé-

äèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) =
(
1 +

1

sinn x

)(
1 +

1

cosn x

)
íà èíòåðâàëå (0, π2 ).

8.47. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = sinx · sin 2x

íà èíòåðâàëå (0, π2 ).



ÐÀÇÍÛÅ ÇÀÄÀ×È 49

8.48. Ïóñòü m è n � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f(x) = sin2m x · cos2n−1 x

íà èíòåðâàëå (0, π2 ).

8.49. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
( 1

b1
+

1

b2
+ · · ·+ 1

bn

)
(1 + b1)(1 + b2) · · · (1 + bn),

ãäå n ≥ 2 è b1, b2, . . . , bn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

8.50. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ a1, a2, . . . , an è

b1, b2, . . . , bn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

akbk
ak + bk

≤

( n∑
k=1

ak

)( n∑
k=1

bk

)
( n∑
k=1

ak

)
+
( n∑
k=1

bk

) .
Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?



9. Ãèïîòåçà Øàïèðî
è òåîðåìà Äðèíôåëüäà

9.1. Ââåäåì öèêëè÷åñêóþ ôóíêöèþ âèäà

F (x1, x2, . . . , xn) =
x1

x2 + x3
+

x2
x3 + x4

+ · · ·+ xn
xn+1 + xn+2

,

ãäå x1, x2, . . . , xn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è xn+1 = x1,

xn+2 = x2. Ãèïîòåçà Ã. Øàïèðî çàêëþ÷àëàñü â ñëåäóþùåì:

ïðè n ≥ 3 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

F (x1, x2, . . . , xn) ≥
n

2
. (9.1)

Ïðîâåðèì ãèïîòåçó Øàïèðî ïðè n = 3 è n = 4.

9.2. Äîêàæåì, ÷òî

F (x1, x2, x3) :=
x1

x2 + x3
+

x2
x3 + x1

+
x3

x1 + x2
≥ 3

2
. (9.2)

Â ÷èñëèòåëå êàæäîé äðîáè äîáàâèì è âû÷òåì çíàìåíà-

òåëü. Ïîëó÷èì

F (x1, x2, x3) =

= (x1 + x2 + x3)
( 1

x2 + x3
+

1

x3 + x1
+

1

x1 + x2

)
− 3.

(9.3)

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (A.1.5) ìåæäó ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì

è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì èìååì

1

x2 + x3
+

1

x3 + x1
+

1

x1 + x2
≥ 9

2(x1 + x2 + x3)
. (9.4)

Îáúåäèíèâ (9.3) è (9.4), ïðèäåì ê (9.2).

Íåðàâåíñòâî (9.2) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà

x2 + x3 = x3 + x1 = x1 + x2,
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òî åñòü ïðè x1 = x2 = x3.

9.3. Äîêàæåì, ÷òî

F (x1, x2, x3, x4) :=
x1

x2 + x3
+

x2
x3 + x4

+
x3

x4 + x1
+

x4
x1 + x2

≥ 2.

(9.5)

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è

ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì èìååì

x1
x2 + x3

+
x3

x4 + x1
=
x1(x4 + x1) + x3(x2 + x3)

(x2 + x3)(x4 + x1)
≥

≥ 4(x21 + x23 + x1x4 + x2x3)

(x1 + x2 + x3 + x4)2
;

x2
x3 + x4

+
x4

x1 + x2
=
x2(x1 + x2) + x4(x3 + x4)

(x3 + x4)(x1 + x2)
≥

≥ 4(x22 + x24 + x1x2 + x3x4)

(x1 + x2 + x3 + x4)2
.

Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

F (x1, x2, x3, x4) ≥

≥
2
[
(x1 + x2)

2 + (x2 + x3)
2 + (x3 + x4)

2 + (x4 + x1)
2
]

(x1 + x2 + x3 + x4)2
.

Òåïåðü îöåíèì ÷èñëèòåëü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ìåæäó

ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì, êîòîðîå

çàïèøåì â âèäå

a21 + a22 + a23 + a24 ≥ 1

4
(a1 + a2 + a3 + a4)

2.

Ïðèäåì ê (9.5).

Íåðàâåíñòâî (9.5) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà âñå ïðîìåæóòî÷íûå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ êàê
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ðàâåíñòâà, òî åñòü êîãäà

x2 + x3 = x4 + x1, x3 + x4 = x1 + x2,

x1 + x2 = x2 + x3 = x3 + x4 = x4 + x1.

Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå x1 = x3, x2 = x4.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (x1, x2, x3, x4) îïðåäåëåíà â ïðå-

äåëüíûõ òî÷êàõ (x1, 0, x1, 0) è (0, x2, 0, x2). Â íèõ îíà ïðèíè-

ìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 2.

9.4. Íà ãèïîòåçó Øàïèðî ðàáîòàåò è ñëåäóþùèé ðåçóëü-

òàò.

Ëåììà 9.1. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

F (x1, x2, . . . , xn) ≥
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

2

2(x21 + x22 + · · ·+ x2n)
. (9.6)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà âñå xk ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Â ýòîì ñëó÷àå îáå ÷àñòè

íåðàâåíñòâà (9.6) ðàâíû n
2 .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì

ak =

√
xk

xk+1 + xk+2
, bk =

√
xk(xk+1 + xk+2).

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì( n∑
k=1

xk

)2
=
( n∑

k=1

akbk

)2
≤
( n∑

k=1

a2k

)( n∑
k=1

b2k

)
=

=
( n∑

k=1

xk
xk+1 + xk+2

)( n∑
k=1

xk(xk+1 + xk+2

)
.

(9.7)

Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî xn+1 = x1 è xn+2 = x2, çàïèøåì
n∑

k=1

xk(xk+1 + xk+2) =

n∑
k=1

(xkxk+1 + xkxk+2) ≤

≤ 1

2

n∑
k=1

[
(x2k + x2k+1) + (x2k + x2k+2)

]
= 2

n∑
k=1

x2k.

(9.8)
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Èç (9.7) è (9.8) ñëåäóåò (9.6).

Åñëè íåðàâåíñòâî (9.6) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî, òî è

íåðàâåíñòâî (9.8) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. À ýòî âîçìîæ-

íî òîëüêî òîãäà, êîãäà xk = xk+1 = xk+2 ïðè âñåõ k ∈ 1 : n,

òî åñòü ïðè óñëîâèè x1 = x2 = · · · = xn.

Òî, ÷òî ïðè x1 = x2 = · · · = xn îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (9.6)

ðàâíû n
2 , î÷åâèäíî.

Ëåììà äîêàçàíà. �
Ê ñîæàëåíèþ, ëåììà 9.1 íå ãàðàíòèðóåò ñïðàâåäëèâîñòü

ãèïîòåçû Øàïèðî (9.1). Íà ðèñóíêå 12 ïðåäñòàâëåíà âîçìîæ-

íàÿ ñèòóàöèÿ, êîòîðàÿ ïîÿñíÿåò òàêîå ïðåäîñòåðåæåíèå.

Ðèñ. 12. Èëëþñòðàöèÿ ê ëåììå 9.1

9.5. Ãèïîòåçà Øàïèðî âûçâàëà øèðîêèé èíòåðåñ ñðåäè

ìàòåìàòèêîâ. Êîëëåêòèâíûìè óñèëèÿìè áûëî óñòàíîâëåíî,

÷òî íåðàâåíñòâî (9.1) âåðíî ïðè n ≤ 13 è íå÷åòíûõ n îò 15

äî 23. Ïðè îñòàëüíûõ n íåðàâåíñòâî (9.1) íàðóøàåòñÿ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâî (9.1) íàðó-

øàåòñÿ, íàñêîëüêî ìèíèìóì ôóíêöèè F (x1, x2, . . . , xn) îòëè-

÷àåòñÿ îò n
2 ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñîäåðæèòñÿ â ïðèâîäèìîé

íèæå çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìå Â. Ã. Äðèíôåëüäà.

Òåîðåìà 9.1. Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâî (9.1) íàðóøà-

åòñÿ, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

F (x1, x2, . . . , xn) > c
n

2
,
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ãäå c = 0.989.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå

ïðåäëîæåíèå.

Ëåììà 9.2. Ïóñòü u1 ≥ u2 ≥ · · · ≥ un � óïîðÿäî÷åííàÿ

ïî íåâîçðàñòàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë x1, x2, . . . , xn
è v1 ≤ v2 ≤ · · · ≤ vn � óïîðÿäî÷åííàÿ ïî íåóáûâàíèþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü y1, y2, . . . , yn. Òîãäà

n∑
k=1

xkyk ≥
n∑

k=1

ukvk. (9.9)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà ñ÷åò ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ

íåðàâåíñòâî (9.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

n∑
k=1

uky
0
k ≥

n∑
k=1

ukvk, (9.10)

ãäå y01 , y
0
2 , . . . , y

0
n � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë y1, y2,

. . . , yn.

Ïóñòü v1 = y0k0
. Òàê êàê

(u1 − uk0
)(y01 − v1) ≥ 0,

òî

u1y
0
1 + uk0

y0k0
≥ u1v1 + uk0

y01 .

Èìååì
n∑

k=1

uky
0
k ≥ u1v1 +

n∑
k=2

uky
1
k, (9.11)

ãäå y1k0
= y01 è y

1
k = y0k ïðè k ̸= k0. Î÷åâèäíî, ÷òî

min
k∈2:n

y1k = v2.

Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ïðèåìà â ñóììå èç ïðàâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâà (9.11) ìîæíî âûäåëèòü ñëàãàåìîå u2v2 è òàê äà-

ëåå. Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó (9.10). �
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû. Îáîçíà÷èì ξk = xk+1/xk.

Òîãäà

F (x1, x2, . . . , xn) :=

n∑
k=1

xk
xk+1 + xk+2

=

n∑
k=1

1

ξk(1 + ξk+1)
.

Çäåñü ξn+1 = ξ1, òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ xn+2 = x2,

xn+1 = x1. Îòìåòèì, ÷òî ξ1ξ2 · · · ξn = 1. Óïîðÿäî÷èì ÷èñëà

ξ1, ξ2, . . . , ξn ïî íåóáûâàíèþ. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 < y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn. Ïî ëåììå 9.2 èìååì

F (x1, x2, . . . , xn) ≥
n∑

k=1

1

yk(1 + yn−k+1)
.

Ïîëîæèì

rk =
1

yk(1 + yn−k+1)
+

1

yn−k+1(1 + yk)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî

F (x1, x2, . . . , xn) ≥
1

2

n∑
k=1

rk. (9.12)

Îáîçíà÷èì ηk = ykyn−k+1. Èìååì η1η2 . . . ηn = 1 è

rk =
1

ηk

(
1 +

ηk − 1

(1 + yk)(1 + yn−k+1)

)
.

Òàê êàê

(1 + yk)(1 + yn−k+1) = 1 + ηk + 2
yk + yn−k+1

2
≥ (1 +

√
ηk)

2,

òî

rk ≥


1/ηk ïðè ηk ≥ 1,

1

ηk

(
1 +

√
ηk − 1

√
ηk + 1

)
=

2

ηk +
√
ηk

ïðè ηk ∈ (0, 1).

(9.13)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

zk = ln ηk, f(z) = e−z, g(z) = 2(ez + ez/2)−1.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà (9.13) ïðèìåò âèä

rk ≥

f(zk) ïðè zk ≥ 0,

g(zk) ïðè zk < 0.
(9.14)

Îòìåòèì, ÷òî

z1 + z2 + · · ·+ zn = ln(η1η2 . . . ηn) = 0. (9.15)

Íà ðèñóíêå 13 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé f(z) è g(z).

Ðèñ. 13. Ãðàôèêè ôóíêöèé f(z) è g(z)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî f(0) = g(0) = 1 è

f(z) < g(z) ïðè z > 0 è f(z) > g(z) ïðè z < 0.

Äàííûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî (9.14) â

êîìïàêòíîé ôîðìå

rk ≥ min
{
f(zk), g(zk)

}
, k ∈ 1 : n. (9.16)
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Ââåäåì ôóíêöèþ

ψ(z) = min
{
f(z), g(z)

}
.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôóíêöèè f(z) è g(z) ñòðîãî âûïóêëûå,

ôóíêöèÿ ψ(z) íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Îäíàêî åå ìîæíî ¾îâû-

ïóêëèòü¿. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ îáùåé êàñàòåëüíîé

ôóíêöèé f(z) è g(z) (ñì. ðèñ. 13). Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ

÷åðåç t1 è t2. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿìf
′(t2) = g′(t1),

f ′(t2)(t1 − t2) + f(t2) = g(t1).

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

e−t2 =
2et1 + et1/2

(et1 + et1/2)2
,

òàê ÷òî

t2 = − ln
( 2et1 + et1/2

(et1 + et1/2)2

)
.

Âòîðîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

2et1 + et1/2

et1 + et1/2

(
t1 + ln

( 2et1 + et1/2

(et1 + et1/2)2

)
− 1

)
+ 2 = 0.

Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì ÷èñëåííî:

t1 = −0.200811 . . .

Ïðè ýòîì t2 = 0.155195 . . .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ̃(z) îâûïóêëåííóþ ôóíêöèþ ψ(z). Î÷å-

âèäíî, ÷òî ψ(z) ≥ ψ̃(z) ïðè âñåõ z. Â ñèëó (9.16) èìååì

rk ≥ ψ̃(zk), k ∈ 1 : n.

Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå (9.12). Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî

F (x1, x2, . . . , xn) ≥
1

2

n∑
k=1

ψ̃(zk).
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Ôóíêöèÿ ψ̃(z) âûïóêëàÿ. Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà Éåíñåíà

è (9.15) ïîëó÷àåì

1

n

n∑
k=1

ψ̃(zk) ≥ ψ̃
( 1
n

n∑
k=1

zk

)
= ψ̃(0).

Òàêèì îáðàçîì,

F (x1, x2, . . . , xn) ≥
n

2
ψ̃(0).

Çíà÷åíèå ψ̃(0) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

ψ̃(0) = f(t2)− f ′(t2)t2 = 0.989134 . . .

Â ÷àñòíîñòè, ψ̃(0) > 0.989.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �



10. Ëåììà Ãèááñà
è çàäà÷à Äàíñêèíà

10.1. Ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ F (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ

ñåïàðàáåëüíîé, åñëè

F (x1, x2, . . . , xn) =

n∑
k=1

fk(xk).

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó:

ìàêñèìèçèðîâàòü ñåïàðàáåëüíóþ ôóíêöèþ F (x1, x2,

. . . , xn) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

k=1

xk = A, xk ≥ 0 ïðè âñåõ k ∈ 1 : n.

Çäåñü A � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn), êîìïîíåíòû êîòîðîãî óäîâëå-

òâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì ýòîé çàäà÷è, áóäåì íàçûâàòü åå ïëà-

íîì. Ìíîæåñòâî ïëàíîâ îáîçíà÷èì Ω. Êîðîòêî ñôîðìóëèðî-

âàííóþ çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü òàê:

F (x) :=

n∑
k=1

fk(xk) −→ max
x∈Ω

. (10.1)

10.2. Â ñëó÷àå, êîãäà âñå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

fk(t) äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [0, A], íåñëîæíî ïîëó÷èòü

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (10.1).

Ëåììà Ãèááñà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïëàí x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . ,

x∗n) çàäà÷è (10.1) áûë îïòèìàëüíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû íà-

øëîñü ÷èñëî λ, òàêîå, ÷òî

f ′k(x
∗
k) = λ, åñëè x∗k > 0, (10.2)

f ′k(x
∗
k) ≤ λ, åñëè x∗k = 0. (10.3)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x∗k > 0. Âîçüì¼ì i ̸= k è íà

îòðåçêå [0, x∗k] ââåäåì ôóíêöèþ

pi(ε) = fk(x
∗
k − ε) + fi(x

∗
i + ε) +

∑
j ̸∈{k,i}

fj(x
∗
j ).

Ýòà ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè ε = 0.

Çíà÷èò, p′i(0) ≤ 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

f ′i(x
∗
i ) ≤ f ′k(x

∗
k). (10.4)

Ïðè x∗i > 0 ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, äëÿ âñåõ k ∈ 1 : n, ïðè êîòîðûõ x∗k > 0, ïðîèçâîäíûå

f ′k(x
∗
k) èìåþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå. Îáîçíà÷èâ åãî λ, ïðèäåì

ê ðàâåíñòâó (10.2).

Ïðè x∗i = 0 íåðàâåíñòâî (10.4) ïðèíèìàåò âèä f ′i(x
∗
i ) ≤ λ.

Ïîìåíÿâ çäåñü èíäåêñ i íà k, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (10.3).

Ëåììà äîêàçàíà. �

Äîïîëíåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ôóíêöèè fk(t) íà-

ðÿäó ñ äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ ÿâëÿþòñÿ ñòðîãî âîãíóòûìè

íà [0, A]. Òîãäà óñëîâèÿ (10.2), (10.3) áóäóò íå òîëüêî íåîáõî-

äèìûìè, íî è äîñòàòî÷íûìè äëÿ îïòèìàëüíîñòè ïëàíà x∗.

Ïðè ýòîì ãàðàíòèðóåòñÿ åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîãî

ïëàíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî èç (10.2)

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

n∑
k=1

f ′k(x
∗
k)x

∗
k =

∑
k:x∗

k>0

f ′k(x
∗
k)x

∗
k = λA. (10.5)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé B.2.1. Â ñëó÷àå ñòðîãî âî-

ãíóòûõ ôóíêöèé äëÿ ëþáîãî ïëàíà x, îòëè÷íîãî îò x∗, â ñè-
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ëó (10.2), (10.3) è (10.5) èìååì

F (x)− F (x∗) =

n∑
k=1

[fk(xk)− fk(x
∗
k)] <

n∑
k=1

f ′k(x
∗
k) (xk − x∗k) =

=

n∑
k=1

f ′k(x
∗
k)xk − λA ≤ 0.

Çíà÷èò, âåêòîð x∗ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà-

÷è (10.1). �

10.3. Äæ. Äàíñêèí ðàññìîòðåë ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà-

÷è (10.1), êîãäà

fk(t) = ck(1− e−bkt), k ∈ 1 : n.

Çäåñü ck è bk � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Îòìåòèì, ÷òî âñå

ôóíêöèè fk(t) äèôôåðåíöèðóåìûå è ñòðîãî âîãíóòûå íà R.
Ïîäðîáíàÿ çàïèñü çàäà÷è Äàíñêèíà âûãëÿäèò òàê:

F (x) :=

n∑
k=1

ck(1− e−bkxk) −→ max
x∈Ω

. (10.6)

Çàïèøåì êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè (10.2), (10.3) äëÿ çàäà-

÷è (10.6):

ckbke
−bkxk = λ, åñëè xk > 0, (10.7)

ckbk ≤ λ, åñëè xk = 0. (10.8)

Èç (10.7), (10.8) ñëåäóåò, ÷òî

xk > 0, åñëè ckbk > λ, (10.9)

xk = 0, åñëè ckbk ≤ λ. (10.10)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ckbk ≤ λ íåîáõîäèìî xk = 0, èáî â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå â ñèëó (10.7) ïîëó÷èì ckbk = λebkxk > λ, ÷òî
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ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó óñëîâèþ. Ïðè ckbk > λ áóäåò xk > 0,

èáî èíà÷å ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ (10.8).

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (10.7) ãàðàíòèðóåò ïîëîæèòåëü-

íîñòü λ. Íà îñíîâàíèè (10.9) è (10.7) èìååì

xk =
1

bk
ln
(ckbk

λ

)
, åñëè ckbk > λ. (10.11)

Îáîçíà÷èì ak = ln(ckbk), u = ln(λ). Òîãäà ôîðìóëû (10.11)

è (10.10) ïðèìóò âèä

xk =
1

bk
(ak − u), åñëè ak > u,

xk = 0, åñëè ak ≤ u.

Èõ ìîæíî îáúåäèíèòü:

xk =
1

bk
(ak − u)+, k ∈ 1 : n, (10.12)

ãäå (t)+ = max{t, 0}. Óðàâíåíèå
n∑

k=1

1

bk
(ak − u)+ = A (10.13)

ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà u.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Äàíñêèíà (10.6) ñâîäèòñÿ

ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (10.13) è âû÷èñëåíèþ êîìïîíåíò îï-

òèìàëüíîãî ïëàíà ïî ôîðìóëå (10.12). Íàïîìíèì, ÷òî ak =

= ln(ckbk).

10.4. Îïèøåì áûñòðûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(10.13). Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî óïîðÿäî÷èì ïàðû (ak, bk) ïî íåâîç-

ðàñòàíèþ ïåðâîé êîìïîíåíòû. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(â1, b̂1), (â2, b̂2), . . . , (ân, b̂n),

ãäå â1 ≥ â2 ≥ . . . ≥ ân. Î÷åâèäíî, ÷òî

φ(u) :=

n∑
k=1

1

bk
(ak − u)+ =

n∑
k=1

1

b̂k
(âk − u)+. (10.14)
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Íà ðèñóíêå 14 èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè (âk − u)+.

Ðèñ. 14. Ãðàôèê ôóíêöèè (âk − u)+

Èìååì

φ(u) = 0 ïðè u ≥ â1. (10.15)

Ïðè u ∈ [âi+1, âi], i ∈ 1 : n− 1, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

φ(u) =

i∑
k=1

1

b̂k
(âk − u) =

i∑
k=1

âk

b̂k
−
( i∑

k=1

1

b̂k

)
u. (10.16)

Íàêîíåö,

φ(u) =

n∑
k=1

âk

b̂k
−
( n∑

k=1

1

b̂k

)
u ïðè u ≤ ân. (10.17)

Â ñèëó (10.16) ïîëó÷àåì

φ(u)− φ(âi) =
( i∑

k=1

1

b̂k

)
(âi − u).

Îáîçíà÷èâ

pi =

i∑
k=1

1

b̂k
,

ïðèäåì ê ôîðìóëå

φ(u) = φ(âi)+pi(âi−u), u ∈ [âi+1, âi], i ∈ 1 : n−1. (10.18)
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Àíàëîãè÷íî èç (10.17) ñëåäóåò, ÷òî

φ(u) = φ(ân) + pn(ân − u), u ≤ ân. (10.19)

Íà îñíîâàíèè (10.14), (10.15), (10.18) è (10.19) çàêëþ÷à-

åì, ÷òî ôóíêöèÿ φ(u) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ëîìàíîé, âû-

ïóêëîé è ñòðîãî óáûâàþùåé îò +∞ äî 0 íà ïîëóîñè (−∞, â1]

(ðèñ. 15).

Ðèñ. 15. Ãðàôèê ëîìàíîé φ(u)

Îòìåòèì, ÷òî ëîìàíàÿ φ(u) íà îòðåçêå [ân, â1] ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè φ(âi) â óçëàõ âi, i ∈ 1 : n.

Â ñèëó (10.18) ýòè çíà÷åíèÿ ñâÿçàíû ôîðìóëîé

φ(âi+1) = φ(âi) + pi(âi − âi+1), i ∈ 1 : n− 1.

Îáîçíà÷èâ φi = φ(âi), ïîëó÷èì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

φ1, φ2, . . . , φn ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

φ1 = 0, p0 = 0,

pi = pi−1 +
1

b̂i
,

φi+1 = φi + pi(âi − âi+1),

i = 1, 2, . . . , n− 1.

(10.20)

Íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå u∗ óðàâíåíèÿ φ(u) = A. Èç

ñâîéñòâ ôóíêöèè φ(u) ñëåäóåò, ÷òî òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò
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è åäèíñòâåííî. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî

âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ φ1, φ2, . . . ïî ôîðìóëàì (10.20), ïîêà íå

âñòðåòèòñÿ èíäåêñ i0, íà êîòîðîì

φi0 < A ≤ φi0+1.

Â ýòîì ñëó÷àå u∗ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [âi0+1, âi0 ] (ðèñ. 16).

Ðèñ. 16. Ëîêàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ u∗ óðàâíåíèÿ φ(u) = A

Ñîãëàñíî (10.18) èìååì

u∗ = âi0 −
1

pi0
(A− φi0). (10.21)

Åñëè φn < A, òî u∗ < ân. Â ñèëó (10.19) çíà÷åíèå

u∗ âû÷èñëÿåòñÿ ïî òîé æå ôîðìóëå (10.21) ïðè i0 = n è

pn = pn−1 +
1

b̂n
.

Íà îñíîâàíèè (10.12) äëÿ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ x∗ = (x∗1, x
∗
2,

. . . , x∗n) çàäà÷è Äàíñêèíà (10.6) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

x∗k =
1

bk
(ak − u∗)+, k ∈ 1 : n.

10.5. Çàäà÷ó (10.6) Äæ. Äàíñêèí ðàññìàòðèâàë êàê ôîð-

ìàëèçàöèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è ïîèñêà. Ïóñòü â íàøåì ðàñïî-

ðÿæåíèè èìååòñÿ A åäèíèö âðåìåíè, ÷òîáû îáíàðóæèòü íåêî-

òîðûé îáúåêò. Ýòîò îáúåêò ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç n
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ìåñò. Åñëè îáúåêò íàõîäèòñÿ â k-ì ìåñòå, òî, ïîòðàòèâ xk åäè-

íèö âðåìåíè, ìû îáíàðóæèì åãî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − e−bkxk .

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáúåêò íàõîäèòñÿ â k-ì ìåñòå, ðàâíà ck.

Êàê ðàçáèòü îáùåå âðåìÿ ïîèñêà A íà ÷àñòè x1, x2, . . . , xn

òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ èíòå-

ðåñóþùåãî íàñ îáúåêòà?

Âîçüìåì êîíêðåòíûå äàííûå. Ïóñòü A = 3, n = 4, c1 = 0.4,

c2 = 0.3, c3 = 0.2, c4 = 0.1. Ïðè b1 = b2 = b3 = b4 = 1 îïòè-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ïîèñêà x∗ = (x∗1, x
∗
2, x

∗
3, x

∗
4)

èìååò âèä

x∗ = (1.327, 1.039, 0.634, 0).

Îíî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà.

Ïàðàìåòð bk ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óðîâåíü óñëî-

âèé, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ïîèñêó îáúåêòà â k-ì ìåñòå. ×èòà-

òåëþ ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äàíñêèíà îò ïàðàìåòðîâ bk, ck.



11. Çàäà÷à Ãåðìåéåðà

11.1. Ïóñòü f1(t), f2(t), . . . , fn(t) � ôóíêöèè, íåïðåðûâ-

íûå è ñòðîãî âîçðàñòàþùèå íà îòðåçêå [0, A]. Çàäà÷åé Ãåð-

ìåéåðà íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à âèäà

F (x) := min
k∈1:n

fk(xk) −→ max
x∈Ω

, (11.1)

ãäå Ω � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . . , xn), êîìïîíåí-

òû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

n∑
k=1

xk = A, xk ≥ 0 ïðè âñåõ k ∈ 1 : n.

Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå çàäà÷ó Ãåðìåéåðà ìîæíî èí-

òåðïðåòèðîâàòü, íàïðèìåð, òàê. Èìååòñÿ A åäèíèö íåêîòîðî-

ãî ðåñóðñà, êîòîðûé íóæíî ðàñïðåäåëèòü ìåæäó ïðåäïðèÿ-

òèÿìè. Åñëè k-å ïðåäïðèÿòèå ïîëó÷èò xk åäèíèö ðåñóðñà, òî

åãî ýôôåêòèâíîñòü äîñòèãíåò óðîâíÿ fk(xk). Òðåáóåòñÿ íàé-

òè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñà, ïðè êîòîðîì ìèíèìàëüíàÿ

ýôôåêòèâíîñòü ïðåäïðèÿòèé áóäåò íàèáîëüøåé (ïîäòÿíóòü

îòñòàþùèå ïðåäïðèÿòèÿ).

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, êàê ðåøàòü çàäà÷ó Ãåðìåéåðà.

11.2. Íàì ïîòðåáóþòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäå-

íèÿ.

Ëåììà 11.1. Ïóñòü âåêòîðû u è v ïðèíàäëåæàò ìíî-

æåñòâó Ω è u ̸= v. Òîãäà íàéäåòñÿ èíäåêñ k ∈ 1 : n, òàêîé,

÷òî uk < vk.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî uk ≥ vk

ïðè âñåõ k ∈ 1 : n. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Ω èìååì

n∑
k=1

(uk − vk) = 0,
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ïðè÷åì âñå ñëàãàåìûå íåîòðèöàòåëüíû. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî

òîãäà, êîãäà uk − vk = 0 ïðè âñåõ k ∈ 1 : n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ u ̸= v. �

Ëåììà 11.2. Åñëè äëÿ âåêòîðà x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n),

ïðèíàäëåæàùåãî Ω, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f1(x
∗
1) = f2(x

∗
2) = · · · = fn(x

∗
n) =: µ, (11.2)

òî x∗ � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (11.1).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî F (x∗) = µ.

Âîçüìåì âåêòîð x ∈ Ω, îòëè÷íûé îò x∗. Ïî ëåììå 11.1

íàéäåòñÿ èíäåêñ k0 ∈ 1 : n, òàêîé, ÷òî xk0
< x∗k0

. Â ñèëó

ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèé fk(t) è (11.2) èìååì

F (x) = min
k∈1:n

fk(xk) ≤ fk0(xk0) < fk0(x
∗
k0
) = µ = F (x∗).

Çíà÷èò, x∗ � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (11.1). �

11.3. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (11.1), êîãäà

f1(0) = f2(0) = · · · = fn(0) =: c. (11.3)

Îáîçíà÷èì

d = min
k∈1:n

fk(A).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèé fk(t)

ñóùåñòâóþò îáðàòíûå ôóíêöèè f−1
k (y), êîòîðûå ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü íà îòðåçêå [c, d]. Ââåäåì ôóíêöèþ

h(y) =

n∑
k=1

f−1
k (y), y ∈ [c, d].

Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñòðîãî âîçðàñòàþùåé,

ïðè÷åì h(c) = 0, h(d) > A. Êàê ñëåäñòâèå, ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ òî÷êà y∗ ∈ (c, d), â êîòîðîé h(y∗) = A (ðèñ. 17).



ÇÀÄÀ×À ÃÅÐÌÅÉÅÐÀ 69

Ðèñ. 17. Èëëþñòðàöèÿ ê çàäà÷å Ãåðìåéåðà ïðè óñëîâèè (11.3)

Ïîëîæèì

x∗k = f−1
k (y∗), k ∈ 1 : n. (11.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó Ω è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (11.2) c µ = y∗. Ïî ëåì-

ìå 11.2 âåêòîð x∗ � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (11.1).

Ïîäâåäåì ïðåäâàðèòåëüíûé èòîã.

Òåîðåìà 11.1. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (11.3), òî çàäà÷à

Ãåðìåéåðà (11.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ = (x∗1, x
∗
2,

. . . , x∗n). Êîìïîíåíòû x∗k âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (11.4),

â êîòîðîé y∗ � åäèíñòâåííîå íà èíòåðâàëå (c, d) ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ h(y) = A. Ïðè ýòîì âñå êîìïîíåíòû x∗k ïîëîæè-

òåëüíûå è F (x∗) = y∗.

11.4. Ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

f1(0) ≤ f2(0) ≤ · · · ≤ fn(0) è f1(0) < fn(0). (11.5)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

c = f1(0), d = min
k∈1:n

fk(A) = fk0
(A).
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Åñëè ìèíèìóì ïðè îïðåäåëåíèè d äîñòèãàåòñÿ íà íåñêîëüêèõ

èíäåêñàõ, òî â êà÷åñòâå k0 áåðåì ëþáîé èç íèõ. Ïîëîæèì

s = max
{
k ∈ 1 : n

∣∣ fk(0) < d
}
, (11.6)

òàê ÷òî

fk(0) ≥ d ïðè k ∈ s+ 1 : n (11.7)

Òåîðåìà 11.2. Ïðè s = 1 åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà-

÷è (11.1) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x∗ = (A, 0, . . . , 0).

Ðèñóíîê 18 èëëþñòðèðóåò äàííóþ ñèòóàöèþ.

Ðèñ. 18. Ñëó÷àé s = 1

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (11.7) è óñëîâèþ s = 1

èìååì fk(0) ≥ d ïðè k ∈ 2 : n. Â ñèëó ñòðîãîãî âîçðàñòà-

íèÿ ôóíêöèé fk(t) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî fk(A) > d ïðè

k ∈ 2 : n. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå d, çàêëþ÷àåì,

÷òî f1(A) = d.

Âåêòîð x∗ = (A, 0, . . . , 0) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ω.

Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè F (x) íà íåì ðàâíî d. Äåéñòâè-

òåëüíî,

F (x∗) := min
{
f1(A), f2(0), . . . , fn(0)

}
= d.
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Âîçüìåì ëþáîé âåêòîð x ∈ Ω, îòëè÷íûé îò x∗. Òîãäà íåîá-

õîäèìî x1 < A. Çàïèøåì

F (x) = min
k∈1:n

fk(xk) ≤ f1(x1) < f1(A) = d = F (x∗).

Îòñþäà ñëåäóþò è îïòèìàëüíîñòü x∗, è åãî åäèíñòâåííîñòü.

�
11.5. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî s ≥ 2. Îáîçíà÷èì

yk = fk(0). Ñîãëàñíî (11.5) è îïðåäåëåíèþ (11.6) èíäåêñà s

èìååì

c = y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ ys < d è ys+1 ≥ d.

Òàê êàê íà ââåäåííîì ðàíåå èíäåêñå k0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî fk0
(A) = d, òî fk0

(0) < d, òàê ÷òî k0 ∈ 1 : s.

Ïðè k ∈ 1 : s íà îòðåçêå [c, d] ïîñòðîèì ôóíêöèè

gk(y) =

0, åñëè y ∈ [c, yk],

f−1
k (y), åñëè y ∈ [yk, d].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(y) èõ ñóììó,

h(y) =

s∑
k=1

gk(y), y ∈ [c, d].

Ïî ïîñòðîåíèþ ïðè k ∈ 1 : s− 1 íà îòðåçêå [yk, yk+1] èìååì

h(y) =

k∑
i=1

f−1
i (y). (11.8)

Ê ýòîìó íóæíî äîáàâèòü, ÷òî

h(y) =

s∑
i=1

f−1
i (y) ïðè y ∈ [ys, d]. (11.9)

Ëåììà 11.3. Óðàâíåíèå h(y) = A èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå y∗.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè fk(t) íåïðå-

ðûâíûå è ñòðîãî âîçðàñòàþùèå. Òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îá-

ëàäàþò è îáðàòíûå ôóíêöèè f−1
k (y). Óñëîâèÿ

f−1
k (yk) = f−1

k

(
fk(0)

)
= 0

ãàðàíòèðóþò íåïðåðûâíîñòü âñåõ ôóíêöèé gk(y). Çíà÷èò,

íåïðåðûâíîé íà [c, d] áóäåò è ôóíêöèÿ h(y). Ïåðåáèðàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíî îòðåçêè

[c, y2], [y2, y3], . . . , [ys−1, ys], [ys, d]

è ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (11.8) è (11.9), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî

ôóíêöèÿ h(y) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [c, d].

Ïî îïðåäåëåíèþ h(c) = 0. Ñîãëàñíî (11.9) èìååì

h(d) =

s∑
i=1

f−1
i (d).

Êàê îòìå÷àëîñü, k0 ∈ 1 : s è fk0
(A) = d. Çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ

ñóììà âêëþ÷àåò ñëàãàåìîå f−1
k0

(d), ðàâíîå A. Òàê êàê s ≥ 2,

òî h(d) > A.

Ïîäâåäåì èòîã. Èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ è ñòðîãî âîçðàñòà-

þùàÿ íà îòðåçêå [c, d] ôóíêöèÿ h(y). Íà êîíöàõ îòðåçêà [c, d]

îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ h(c) = 0, h(d) > A. Êàê èçâåñòíî,

â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà y∗ ∈ (c, d), â

êîòîðîé h(y∗) = A.

Ëåììà äîêàçàíà. �

11.6. Îáîçíà÷èì

k∗ = max
{
k ∈ 1 : s

∣∣ yk < y∗
}
,

ãäå y∗ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ h(y) = A.
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Òåîðåìà 11.3. Ïðè s ≥ 2 åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà-

÷è (11.1) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) ñ êîìïîíåí-

òàìè

x∗k = f−1
k (y∗) > 0, åñëè k ∈ 1 : k∗,

x∗k = 0, åñëè k ∈ k∗ + 1 : n.
(11.10)

Ïðè ýòîì F (x∗) = y∗.

Ðèñóíîê 19 ïîÿñíÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû 11.3 â ñëó÷àå

k∗ = n.

Ðèñ. 19. Ñëó÷àé k∗ = n

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèé gk(y), y∗ è k∗ ñëå-

äóåò, ÷òî

gk(y
∗) =

f
−1
k (y∗), åñëè k ∈ 1 : k∗,

0, åñëè k ∈ k∗ + 1 : n.

Ðàâåíñòâî h(y∗) = A ïðèíèìàåò âèä

k∗∑
k=1

f−1
k (y∗) = A.
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Äëÿ êîìïîíåíò x∗k âèäà (11.10) ïîëó÷àåì

n∑
k=1

x∗k = A.

Êðîìå òîãî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ k∗ è ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ

ôóíêöèé f−1
k (y) ïðè k ∈ 1 : k∗ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

x∗k = f−1
k (y∗) > f−1

k (yk) = f−1
k

(
fk(0)

)
= 0.

Çíà÷èò, âåêòîð x∗ ñ êîìïîíåíòàìè (11.10) óäîâëåòâîðÿåò âñåì

îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (11.1). Ïðè ýòîì x∗k > 0 ïðè k ∈ 1 : k∗.

Âû÷èñëèì F (x∗). Íà îñíîâàíèè (11.10) è (11.3) èìååì

f1(x
∗
1) = f2(x

∗
2) = · · · = fk∗(x∗k∗) = y∗ ≤

≤ fk∗+1(x
∗
k∗+1) ≤ · · · ≤ fn(x

∗
n).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F (x∗) = y∗.

Ïðîâåðèì îïòèìàëüíîñòü x∗. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåê-

òîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (11.1) è îòëè÷-

íûé îò x∗. Ïî ëåììå 11.1 íàéäåòñÿ èíäåêñ j ∈ 1 : n, òàêîé,

÷òî 0 ≤ xj < x∗j . Ïîñêîëüêó x
∗
k = 0 ïðè k ∈ k∗ + 1 : n, òî

íåîáõîäèìî j ∈ 1 : k∗. Òåïåðü èìååì

F (x) ≤ min
k∈1:k∗

fk(xk) ≤ fj(xj) < fj(x
∗
j ) = y∗ = F (x∗).

Ýòî ãàðàíòèðóåò è îïòèìàëüíîñòü x∗, è åãî åäèíñòâåííîñòü.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

11.7. Îïèøåì ñõåìó ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãåðìåéåðà (11.1).

1) Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ yk = fk(0), k ∈ 1 : n, è óïîðÿ-

äî÷èâàåì ôóíêöèè fk(t) ïî íåóáûâàíèþ yk. Ïóñòü ýòî óæå

ñäåëàíî, òàê ÷òî y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn.

2) Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ fk(A) ïðè k ∈ 1 : n. Íàõîäèì

d = min
k∈1:n

fk(A) è èíäåêñ s = max
{
k ∈ 1 : n

∣∣ yk < d
}
.
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3) Åñëè s = 1, òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (11.1)

ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x∗ = (A, 0, . . . , 0).

4) Ïóñòü s ≥ 2. Íà îòðåçêå [y1, d] ïîñòðîèì îáðàòíûå

ôóíêöèè f−1
k (y) ïðè k ∈ 1 : s.

5) Ïî ôîðìóëå (11.8) âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè h(y)

â óçëàõ yk ïðè k ∈ 1 : s :

h(y1) = 0,

h(yk) =

k−1∑
i=1

f−1
i (yk), k ∈ 2 : s.

(Ìû ó÷ëè, ÷òî f−1
k (yk) = 0.) Íàõîäèì èíäåêñ

k∗ = max
{
k ∈ 1 : s

∣∣ h(yk) < A
}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ h(y) = A ëåæèò íà îòðåçêå

[yk∗ , yk∗+1], ãäå yk∗+1 = d ïðè k∗ = s.

6) Íà îòðåçêå [yk∗ , yk∗+1] ðåøàåì óðàâíåíèå

h(y) :=

k∗∑
i=1

f−1
i (y) = A.

Ðåøåíèå îáîçíà÷èì y∗.

7) Ïî ôîðìóëå (11.10) âû÷èñëÿåì êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ x∗

çàäà÷è (11.1).

11.8. Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð ñ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿ-

ìè fk(t).

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 4, A = 10 è

f1(t) = t, f2(t) =
2
3 t, f3(t) =

4
15 t+ 4, f4(t) =

1
10 t+ 6.

Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå.
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1) Âû÷èñëÿåì yk = fk(0):

y1 = 0, y2 = 0, y3 = 4, y4 = 6.

Â äàííîì ñëó÷àå y1 = y2 < y3 < y4.

2) Âû÷èñëÿåì fk(A):

f1(A) = 10, f2(A) =
20
3 , f3(A) =

20
3 , f4(A) = 7.

Èìååì d = 20
3 , s = 4.

3) Òàê êàê s ̸= 1, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ïóíêòó.

4) Ïîñòðîèì îáðàòíûå ôóíêöèè:

f−1
1 (y) = y, f−1

2 (y) = 3
2 y, f−1

3 (y) = 15
4 (y − 4),

f−1
4 (y) = 10(y − 6).

5) Âû÷èñëÿåì h(yk):

h(y1) = 0, h(y2) = 0, h(y3) = 10, h(y4) =
45
2 .

Èìååì k∗ = 2.

6) Íà îòðåçêå [0, 4] ðåøàåì óðàâíåíèå 5
2 y = 10. Ïîëó÷àåì

y∗ = 4.

7) Íàõîäèì êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ x∗ çàäà÷è Ãåðìåéåðà:

x∗1 = 4, x∗2 = 6, x∗3 = 0, x∗4 = 0.

Ñîîòíîøåíèÿ

f1(x
∗
1) = f2(x

∗
2) = f3(x

∗
3) < f4(x

∗
4)

ïîäòâåðæäàþò îïòèìàëüíîñòü âåêòîðà x∗.

×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ øèðîêîå ïîëå äåÿòåëüíîñòè

äëÿ ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ äðóãèõ âàðèàíòîâ çàäà÷è Ãåðìåé-

åðà.



Ïðèëîæåíèå À
Êëàññè÷åñêèå íåðàâåíñòâà

1. Íåðàâåíñòâî Êîøè

1.1. Íà÷íåì ñî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, ãäå n ≥ 2, � ïîëîæè-

òåëüíûå ÷èñëà, íå âñå ðàâíûå ìåæäó ñîáîé. Åñëè âûïîëíåíî

óñëîâèå

a1a2 · · · an = 1,

òî íåîáõîäèìî

a1 + a2 + · · ·+ an > n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè-

÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè n = 2 èìååì a1 > 0, a2 > 0, a1 ̸= a2,

a1a2 = 1, ïîýòîìó

0 < (a1 − a2)
2 = (a1 + a2)

2 − 4a1a2 = (a1 + a2)
2 − 4.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a1 + a2 > 2.

Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò n ê n + 1. Âîçüìåì

n+ 1 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , an, an+1, êîòîðûå íå âñå

ðàâíû ìåæäó ñîáîé è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

a1 · · · anan+1 = 1.

ßñíî, ÷òî ñðåäè íèõ ñóùåñòâóåò ÷èñëî, ìåíüøåå åäèíèöû, è

÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè an < 1,

an+1 > 1. Òîãäà

(1− an)(an+1 − 1) > 0
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èëè

anan+1 < an + an+1 − 1. (1.1)

Ðàññìîòðèì n ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an−1,

(anan+1), ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî åäèíèöå. Åñëè íå âñå

îíè ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæå-

íèþ

a1 + · · ·+ an−1 + (anan+1) > n. (1.2)

Åñëè æå a1 = · · · = an−1 = anan+1 (ýòî âîçìîæíî, íàïðèìåð,

ïðè a1 = 1, . . . , an−1 = 1, an = 1
2 , an+1 = 2), òî ñòðîãîå íåðà-

âåíñòâî (1.2) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

a1 + · · ·+ an−1 + (anan+1) ≥ n.

Ñ ó÷åòîì (1.1) ïîëó÷àåì

a1+ · · ·+an−1+an+an+1−1 > a1+ · · ·+an−1+(anan+1) ≥ n,

÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó

a1 + · · ·+ an−1 + an + an+1 > n+ 1. �

Ëåììà 1.1 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü n ≥ 2 è a1, a2, . . . , an � ïîëîæè-

òåëüíûå ÷èñëà, íå âñå ðàâíûå ìåæäó ñîáîé. Òîãäà

n
√
a1a2 · · · an <

a1 + a2 + · · ·+ an
n

. (1.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì

ck =
ak

n
√
a1a2 · · · an

, k ∈ 1 : n.

×èñëà c1, c2, . . . , cn � ïîëîæèòåëüíûå, íå âñå ðàâíûå ìåæäó

ñîáîé, è èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî åäèíèöå. Ïî ëåììå 1.1 èìååì

c1 + c2 + · · ·+ cn > n,
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÷òî ðàâíîñèëüíî (1.3). �

1.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1 íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì (1.3)

ñïðàâåäëèâî åùå îäíî íåðàâåíñòâî

n

√
1

a1
· 1

a2
· · · 1

an
<

1

n

(
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an

)
,

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

< n
√
a1a2 · · · an. (1.4)

Âåëè÷èíû

n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

, n
√
a1a2 · · · an,

a1 + a2 + · · ·+ an
n

íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì, ñðåä-

íèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ÷èñåë

a1, a2, . . . , an. Íåðàâåíñòâà (1.3) è (1.4) óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü

ìåæäó íèìè.

Îòìåòèì, ÷òî ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâ (1.3) è (1.4) ÿâëÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì è ñðåäíèì

àðèôìåòè÷åñêèì

n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

<
a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
>

n2

a1 + a2 + · · ·+ an
. (1.5)

1.3. ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé âàðèàíò òåîðåìû 1.1, â

êîòîðîì äîïóñêàþòñÿ íóëåâûå çíà÷åíèÿ ak.

Òåîðåìà 1.2. Ïðè n ≥ 2 è íåîòðèöàòåëüíûõ a1, a2, . . . ,

an ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n
√
a1a2 · · · an ≤ a1 + a2 + · · ·+ an

n
. (1.6)
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Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà a1 = a2 = · · · = an.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè âñå ak ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî

íåðàâåíñòâî (1.6) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî

íå âñå ak ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

íåðàâåíñòâî (1.6) âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå. Ýòî î÷åâèäíî, åñ-

ëè èìååòñÿ íóëåâîå ak0
. Åñëè æå âñå ak ïîëîæèòåëüíû, òî ìû

íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1, ñîãëàñíî êîòîðîé íåðàâåí-

ñòâî (1.6) âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå. �
Íåðàâåíñòâî (1.6) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè n ≥ 2 è a ≥ −1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî
n
√
1 + a ≤ 1 +

1

n
a. (1.7)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè a = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.2 èìååì

n
√
1 + a = n

√
(1 + a) · 1 · 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸

(n−1) ðàç

≤ n+ a

n
= 1 +

1

n
a.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

1 + a = 1, òî åñòü òîëüêî ïðè a = 0.

Íåðàâåíñòâî (1.7) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Áåðíóëëè.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè n ≥ 2 è íåîòðèöàòåëüíûõ a1, a2, . . . ,

an, b1, b2, . . . , bn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n
√
a1a2 · · · an+ n

√
b1b2 · · · bn ≤ n

√
(a1 + b1)(a2 + b2) · · · (an + bn).

(1.8)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî â ÷åòûðåõ ñëó÷à-

ÿõ:

(i) ak = bk = 0 ïðè íåêîòîðîì k ∈ 1 : n;

(ii) a1 = a2 = · · · = an = 0;
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(iii) b1 = b2 = · · · = bn = 0;

(iv) bk = λak ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è íåêîòîðîì λ > 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àÿõ (i)�(iv)

íåðàâåíñòâî (1.8) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðî-

ãîå.

Îòðèöàíèå óñëîâèé (i)�(iii) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ak + bk > 0

ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è ÷òî ñðåäè ÷èñåë ak è bk åñòü íåíóëåâûå.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (1.8) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

n
√

a1

a1+b1
· a2

a2+b2
· · · an

an+bn
+ n
√

b1
a1+b1

· b2
a2+b2

· · · bn
an+bn

≤ 1. (1.9)

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì

n
√

a1

a1+b1
· a2

a2+b2
· · · an

an+bn
≤ 1

n

(
a1

a1+b1
+ a2

a2+b2
+ · · ·+ an

an+bn

)
,

n
√

b1
a1+b1

· b2
a2+b2

· · · bn
an+bn

≤ 1
n

(
b1

a1+b1
+ b2

a2+b2
+ · · ·+ bn

an+bn

)
.

(1.10)

Íåðàâåíñòâà (1.10) âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà òîëüêî òîãäà,

êîãäà
a1

a1+b1
= a2

a2+b2
= · · · = an

an+bn
=: c,

b1
a1+b1

= b2
a2+b2

= · · · = bn
an+bn

= 1− c.

(1.11)

Î÷åâèäíî, ÷òî c ∈ [0, 1]. Íà ñàìîì äåëå, c ∈ (0, 1), òàê êàê

ñðåäè ÷èñåë ak è bk åñòü íåíóëåâûå.

Òåïåðü çàïèøåì ak = c(ak + bk),

bk = (1− c)(ak + bk) =
1− c

c
ak, k ∈ 1 : n.

Îáîçíà÷èâ λ = 1−c
c , ïîëó÷èì bk = λak ïðè k ∈ 1 : n è

λ > 0. Ýòî ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì (iv). Íî ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ. Çíà÷èò, íå âûïîëíÿþòñÿ
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óñëîâèÿ (1.11). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâà (1.10) âû-

ïîëíÿþòñÿ êàê ñòðîãèå. Ñëîæèâ èõ, ïðèäåì ê ñòðîãîìó íåðà-

âåíñòâó (1.9).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �
Íåðàâåíñòâî (1.8) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Ìèíêîâñêî-

ãî.

Çàäà÷è

A.1. Ïóñòü m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì m < n. Äî-

êàæèòå, ÷òî (
1 +

1

m

)m

<

(
1 +

1

n

)n

.

A.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m, n ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî
1

m
√
n
+

1
n
√
m
> 1.

A.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n ≥ 3 âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî

n! <
nn

2n−1
.

A.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî√
2

1
+

3

√
3

2
+ · · ·+ n

√
n

n− 1
< n.

A.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ≥ 2 è a > −1 ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî
1

n
√
1 + a

≥ 1− 1

n
a.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?
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A.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè a > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(1 + na

n+ 1

)n+1

≥ an.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.7. Ïóñòü n ≥ 2 è a1, a2, . . . , an � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Äîêàæèòå, ÷òî

n n
√
a1a2 . . . an − (n− 1) n−1

√
a1a2 . . . an−1 ≤ an.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.8. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, ãäå n ≥ 2, � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñ-

ëà. Äîêàæèòå, ÷òî

an1 + an2 + · · ·+ ann ≥ na1a2 · · · an.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.9. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è a ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî

1 + a2 + a4 + · · ·+ a2n ≥ (n+ 1)an.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.10. Ïóñòü a1, a2, . . . , an, ãäå n ≥ 2, � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñ-

ëà. Äîêàæèòå, ÷òî

(1 + n
√
a1a2 · · · an)

n ≤ (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) ≤

≤
(
1 +

a1 + a2 + · · ·+ an
n

)n

.

Êîãäà íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà?
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2. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

2.1. Âûâîä êëàññè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñ-

êîãî îñíîâàí íà ñâîéñòâàõ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a1, a2, . . . ,

an è b1, b2, . . . , bn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(a1b1+a2b2+· · ·+anbn)2 ≤ (a21+a
2
2+· · ·+a2n)(b21+b22+· · ·+b2n).

(2.1)

Åñëè íå âñå ak ðàâíû íóëþ, òî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê

ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà bk = tak ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è

íåêîòîðîì t ∈ R.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A = a21 + a22 + · · ·+ a2n, B = b21 + b22 + · · ·+ b2n,

C = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn.

Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî C2 ≤ AB.

Åñëè A = 0 (òî åñòü âñå ak ðàâíû íóëþ), òî C2 = AB = 0,

òàê ÷òî íåðàâåíñòâî C2 ≤ AB âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ̸= 0. Ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ t èìååì

0 ≤
n∑

k=1

(akt− bk)
2 = At2 − 2Ct+B =

= A(t− C/A)2 − (C2 −AB)/A.

(2.2)

Ïîëàãàÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå t = C/A è ó÷èòûâàÿ, ÷òî A > 0,

ïîëó÷àåì C2−AB ≤ 0 èëè C2 ≤ AB. Íåðàâåíñòâî (2.1) óñòà-

íîâëåíî.

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó A ̸= 0.

Åñëè bk = tak ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è íåêîòîðîì t ∈ R, òî
B = t2A, C = tA. Â ýòîì ñëó÷àå C2 = t2A2 = AB. Íàîáîðîò,
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ïóñòü C2 = AB. Ïîëîæèì â (2.2) t = C/A. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü

íåðàâåíñòâà (2.2) îáðàòèòñÿ â íîëü. Ïîëó÷èì

n∑
k=1

(akt− bk)
2 = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî bk = tak ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è óêàçàííîì t.

Òåîðåìà äîêàçàíà �
Íåðàâåíñòâî (2.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âè-

äå ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤
√

n∑
k=1

a2k ·
√

n∑
k=1

b2k.

Ýòî íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (2.1) ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé äâå ðàçíûå ôîðìû íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî.

2.2. Òàê êàê

n∑
k=1

akbk ≤

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤
√

n∑
k=1

a2k ·
√

n∑
k=1

b2k, (2.3)

òî
n∑

k=1

akbk ≤
√

n∑
k=1

a2k ·
√

n∑
k=1

b2k. (2.4)

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íå âñå ak ðàâíû íóëþ, íåðà-

âåíñòâî (2.4) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

bk = tak ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è íåêîòîðîì t ≥ 0.

Ïóñòü íåðàâåíñòâî (2.4) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Òî-

ãäà è îáà íåðàâåíñòâà â (2.3) âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà.

Âòîðîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïî òåîðåìå 2.1 ãàðàíòèðóåò, ÷òî

bk = tak ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è íåêîòîðîì t ∈ R. Ïåðâîå ðà-
âåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

t

n∑
k=1

a2k = |t|
n∑

k=1

a2k.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî t = |t|, à ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè t ≥ 0.
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Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.4) âû-

ïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî, êîãäà bk = tak ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è

íåêîòîðîì t ≥ 0, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Íóæíî òîëü-

êî ó÷åñòü, ÷òî
√
t2 = t ïðè t ≥ 0.

2.3. Ïîëîæèì â (2.4) ak = 1
n ïðè âñåõ k ∈ 1 : n. Ïîëó÷èì

íåðàâåíñòâî

b1 + b2 + · · ·+ bn
n

≤
√
b21 + b22 + · · ·+ b2n

n
. (2.5)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

bk = t 1n ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è t ≥ 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåðà-

âåíñòâî (2.5) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

âñå bk íåîòðèöàòåëüíû è ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Âåëè÷èíà √
b21 + b22 + · · ·+ b2n

n

íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì ÷èñåë b1, b2, . . . , bn. Íå-

ðàâåíñòâî (2.5) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå íå

ïðåâîñõîäèò ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî.

Îáúåäèíèâ íåðàâåíñòâî Êîøè (1.6) è íåðàâåíñòâî (2.5),

ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2,

. . . , an, ãäå n ≥ 2, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n
√
a1a2 · · · an ≤

√
a21 + a22 + · · ·+ a2n

n
. (2.6)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà a1 = a2 = · · · = an.

2.4. Âåðíåìñÿ ê íåðàâåíñòâó (2.1) è ïîêàæåì, ÷òî îíî ñâÿ-

çàíî ñ íåêîòîðûì òîæäåñòâîì.

Òåîðåìà 2.3. Ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ a1, a2, . . . , an è
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b1, b2, . . . , bn ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

( n∑
k=1

a2k

)( n∑
k=1

b2k

)
−
( n∑

k=1

akbk

)2
=

1

2

n∑
k=1

n∑
j=1

(akbj − ajbk)
2.

(2.7)

Èç òîæäåñòâà (2.7) ñëåäóåò êàê íåðàâåíñòâî (2.1), òàê è

óñëîâèå îáðàùåíèÿ åãî â ðàâåíñòâî, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå

ïðèíèìàåò âèä akbj = ajbk ïðè âñåõ k, j ∈ 1 : n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òîæäåñòâà (2.7) ïðîâåäåì ¾ñïðàâà

íàëåâî¿. Èìååì

n∑
k=1

n∑
j=1

(akbj − ajbk)
2 =

n∑
k=1

n∑
j=1

(
a2kb

2
j − 2(akbk)(ajbj) + a2jb

2
k

)
=

=
( n∑

k=1

a2k

)( n∑
j=1

b2j

)
−2
( n∑

k=1

akbk

)( n∑
j=1

ajbj

)
+
( n∑

k=1

b2k

)( n∑
j=1

a2j

)
,

÷òî ðàâíîñèëüíî (2.7). �

Çàäà÷è

A.11. Ïóñòü b1, b2, . . . , bn � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñ-

ëà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(b1 + b2 + · · ·+ bn)
2 ≤ n(b21 + b22 + · · ·+ b2n).

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî

a2

b
+
b2

c
+
c2

a
≥ a+ b+ c.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?
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A.13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî

a3b+ b3c+ c3a ≥ a2bc+ b2ca+ c2ab.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.14. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ïîëîæèòåëüíûå è b1, b2, . . . ,

bn � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå

íåðàâåíñòâî

b21
a1

+
b22
a2

+ · · ·+ b2n
an

≥ (b1 + b2 + · · ·+ bn)
2

a1 + a2 + · · ·+ an
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.15. Âîçüìåì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a1, . . . , an, an+1, ãäå

an+1 = a1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

a2k
ak + ak+1

≥ 1

2

n∑
k=1

ak.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.16. Ïóñòü a1, a2, . . . , an è b1, b2, . . . , bn � ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

b1
a1

+
b2
a2

+ · · ·+ bn
an

≥ (b1 + b2 + · · ·+ bn)
2

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.17. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c è ïî-

ëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ p, q ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

a

pb+ qc
+

b

pc+ qa
+

c

pa+ qb
≥ 3

p+ q
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?
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A.18. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

a1, a2, . . . , an è b1, b2, . . . , bn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(a1 + a2 + · · ·+ an)
2+

+(b1 + a1)
2 + (b2 + a2)

2 + · · ·+ (bn + an)
2 ≥

≥ 1

n+ 1
(b1 + b2 + · · ·+ bn)

2.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.19. Ïóñòü a1, a2, . . . , an è b1, b2, . . . , bn � ïðîèçâîëüíûå âå-

ùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî√
(a1 + b1)2 + (a2 + b2)2 + · · ·+ (an + bn)2 ≤

≤
√
a21 + a22 + · · ·+ a2n +

√
b21 + b22 + · · ·+ b2n.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

A.20. Ïóñòü a1, a2, . . . , an è b1, b2, . . . , bn � ïðîèçâîëüíûå âå-

ùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî∣∣∣√a21 + a22 + · · ·+ a2n −
√
b21 + b22 + · · ·+ b2n

∣∣∣ ≤
≤
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + · · ·+ (an − bn)2.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?



Ïðèëîæåíèå B
Ñòðîãî âûïóêëûå ôóíêöèè
è íåðàâåíñòâî Éåíñåíà

1. Ñòðîãî âûïóêëûå ôóíêöèè

1.1. Ïóñòü (a, b) � îòêðûòûé èíòåðâàë íà âåùåñòâåííîé

îñè, êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé f(x) íàçû-

âàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè äëÿ ëþáûõ

òî÷åê x0, x1 èç (a, b), x0 ̸= x1, è âñåõ t ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

f
(
tx1 + (1− t)x0

)
< tf(x1) + (1− t)f(x0). (1.1)

Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

f
(
x0 + t(x1 − x0)

)
< f(x0) + t

(
f(x1)− f(x0)

)
. (1.2)

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñòðîãî âûïóêëîé íà R ôóíêöèè

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) = x2. Ïðîâåðèì ýòî.

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî(
x0 + t(x1 − x0)

)2
< x20 + t(x21 − x20) (1.3)

ïðè x1 ̸= x0 è t ∈ (0, 1). Ïðåîáðàçóåì ðàçíîñòü ìåæäó ïðàâîé

è ëåâîé ÷àñòÿìè íåðàâåíñòâà (1.3). Çàïèøåì

x20 + t(x21 − x20)−
(
x0 + t(x1 − x0)

)2
=

= t(x21 − x20)− 2tx0(x1 − x0)− t2(x1 − x0)
2 =
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= t(x1 − x0)
(
x1 + x0 − 2x0 − t(x1 − x0)

)
=

= t(1− t)(x1 − x0)
2 > 0.

Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò (1.3).

1.2. Â îïðåäåëåíèè ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè èìåþòñÿ

äâå âîçìîæíîñòè: x0 < x1 è x0 > x1. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïðî-

âåðêå íà ñòðîãóþ âûïóêëîñòü äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó-

÷àåì x0 < x1.

Ëåììà 1.1. Åñëè íåðàâåíñòâî (1.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþ-

áûõ x0 < x1 è âñåõ t ∈ (0, 1), òî îíî îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì

äëÿ ëþáûõ x0 > x1 è âñåõ t ∈ (0, 1).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì x0 > x1 è t ∈ (0, 1). Î÷å-

âèäíî, ÷òî x1 < x0 è (1−t) ∈ (0, 1). Ïî óñëîâèþ ëåììû èìååì

f
(
x1 + (1− t)(x0 − x1)

)
< f(x1) + (1− t)

(
f(x0)− f(x1)

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (1.2). Ñëå-

äóåò ó÷åñòü, ÷òî

x1 + (1− t)(x0 − x1) = t(x1 − x0) + x0. �

1.3. Îáðàòèìñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì ñòðîãî âû-

ïóêëûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 1.2. Åñëè f(x) ñòðîãî âûïóêëàÿ íà (a, b) ôóíêöèÿ

è

a < x0 < x < x1 < b, (1.4)

òî (ðèñ. 20)

f(x)− f(x0)

x− x0
<
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
; (1.5)

f(x1)− f(x0)

x1 − x0
<
f(x1)− f(x)

x1 − x
; (1.6)

f(x)− f(x0)

x− x0
<
f(x1)− f(x)

x1 − x
. (1.7)
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Ðèñ. 20. Èëëþñòðàöèÿ ê ôîðìóëàì (1.5)�(1.7)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì

x = x0 +
x− x0
x1 − x0

(x1 − x0).

Êîýôôèöèåíò t = x−x0

x1−x0
ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0, 1). Â ñè-

ëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè ïîëó÷àåì

f(x) < f(x0) +
x− x0
x1 − x0

(
f(x1)− f(x0)

)
. (1.8)

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (1.5).

Ïåðåïèøåì (1.8) â âèäå

f(x) < f(x1)−
x1 − x

x1 − x0

(
f(x1)− f(x0)

)
.

Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (1.6).

Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà (1.5) è (1.6), ïðèäåì ê (1.7).

Ëåììà äîêàçàíà. �

1.4. Ëåììà èìååò âàæíûå ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà ñòðî-

ãî âûïóêëîé íà èíòåðâàëå (a, b), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî (1.7) ïðè óñëîâèè (1.4).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü óñòàíîâëåíà â ëåì-

ìå 1.2. Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîñòü.
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Âîçüìåì òî÷êè x0 < x1 èç (a, b) è ÷èñëî t ∈ (0, 1). Ïîëî-

æèì

x = x0 + t(x1 − x0). (1.9)

Î÷åâèäíî, ÷òî x0 < x < x1 è x − x0 = t(x1 − x0),

x1 − x = (1 − t)(x1 − x0). Íåðàâåíñòâî (1.7) ïîñëå óìíîæå-

íèÿ íà t(1− t)(x1 − x0) ïðèìåò âèä

(1− t)
(
f(x)− f(x0)

)
< t
(
f(x1)− f(x)

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f(x) < f(x0) + t
(
f(x1)− f(x0)

)
.

Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ôîðìóëó (1.9) è ëåììó 1.1. �

1.5. Ïóñòü îòðåçîê [c, d] ñîäåðæèòñÿ â (a, b). Ôóíêöèè

f(x), çàäàííîé íà (a, b), ñîïîñòàâèì äâå ôóíêöèè

Kc(x) =
f(x)− f(c)

x− c
, Kd(x) =

f(d)− f(x)

d− x
.

Ëåììà 1.3. Åñëè f(x) ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî

ôóíêöèè Kc(x) è Kd(x) ñòðîãî âîçðàñòàþò íà ïðîìåæóò-

êàõ (c, d] è [c, d) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì òî÷êè c < x0 < x1 ≤ d

(ðèñ. 21). Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî Kc(x0) < Kc(x1) ñëåäóåò èç

íåðàâåíñòâà (1.5), åñëè â íåì çàìåíèòü òðîéêó (x, x0, x1) íà

(x0, c, x1) (ðèñ. 20).

Âîçüìåì òî÷êè c ≤ x0 < x1 < d. Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî

Kd(x0) < Kd(x1) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (1.6), åñëè â íåì

çàìåíèòü òðîéêó (x, x1, x0) íà (x1, d, x0) (ðèñ. 20).

Ëåììà äîêàçàíà. �
Ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÷àñòî èñïîëüçóåìóþ ïðå-

äåëüíóþ òåîðåìó.
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Ðèñ. 21. Ïîÿñíåíèå ê ëåììå 1.3

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü (a, b) � êîíå÷íûé èíòåðâàë. Åñëè

ôóíêöèÿ f(x) ñòðîãî âûïóêëà íà (a, b) è íåïðåðûâíà íà [a, b],

òî îíà ñòðîãî âûïóêëà íà [a, b].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âíà÷àëå óñòàíîâèì ñòðîãóþ âûïóê-

ëîñòü ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå (a, b]. Íà îñíîâàíèè òåî-

ðåìû 1.1 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

(ðèñ. 22)
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
<
f(b)− f(x1)

b− x1
(1.10)

ïðè óñëîâèè a < x0 < x1 < b.

Ðèñ. 22. Èëëþñòðàöèÿ ê íåðàâåíñòâó (1.10)

Âîçüìåì òî÷êó x ∈ (x1, b). Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè

ôóíêöèè f(x) íà (a, b) èìååì

f(x1)− f(x0)

x1 − x0
<
f(x)− f(x1)

x− x1
.
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Ïåðåéäåì â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x → b. Ïðàâàÿ

÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê f(b)−f(x1)
b−x1

(ïî íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = b), ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ (íà îñíî-

âàíèè ëåììû 1.3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (1.10).

Ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü f(x) íà (a, b] óñòàíîâëåíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè f(x)

íà [a, b] äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

(ðèñ. 23)

f(x0)− f(a)

x0 − a
<
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
(1.11)

ïðè óñëîâèè a < x0 < x1 ≤ b.

Ðèñ. 23. Èëëþñòðàöèÿ ê íåðàâåíñòâó (1.11)

Âîçüìåì òî÷êó x ∈ (a, x0). Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè

ôóíêöèè f(x) íà (a, b] èìååì

f(x0)− f(x)

x0 − x
<
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
.

Ïåðåéäåì â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x → a. Ëåâàÿ

÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê f(x0)−f(a)
x0−a (ïî íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = a), ìîíîòîííî óáûâàÿ (íà îñíîâà-

íèè ëåììû 1.3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (1.11).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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2. Äèôôåðåíöèðóåìûå ñòðîãî âûïóêëûå
ôóíêöèè

2.1. Âûÿñíèì, êîãäà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü f(x) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (a, b)

ôóíêöèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû îíà áûëà ñòðîãî âûïóêëîé, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè ëþáûõ x0, x1 èç (a, b),

x0 ̸= x1, âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

f(x1)− f(x0) > f ′(x0)(x1 − x0). (2.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü. Âîçüìåì òî÷-

êè a < x0 < x < x1 < b. Ïî ëåììå 1.2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî
f(x)− f(x0)

x− x0
<
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
.

Ïåðåéäåì â íåì ê ïðåäåëó ïðè x → x0. Ëåâàÿ ÷àñòü íåðà-

âåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó f ′(x0), ìîíîòîííî óáûâàÿ. Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àåì

f ′(x0) <
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
,

÷òî ðàâíîñèëüíî (2.1).

Ïóñòü òåïåðü a < x1 < x < x0 < b. Ñîãëàñíî (1.6) èìååì

f(x0)− f(x1)

x0 − x1
<
f(x0)− f(x)

x0 − x
=
f(x)− f(x0)

x− x0
.

Ïåðåéäåì â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè x→ x0. Ïðàâàÿ

÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê f ′(x0), ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

f(x0)− f(x1)

x0 − x1
< f ′(x0).
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëü-

íîå ÷èñëî x0 − x1. Ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

f(x0)− f(x1) < f ′(x0)(x0 − x1),

ðàâíîñèëüíîìó (2.1).

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Âîçüìåì òî÷êè a < x0 < x1 < b è

÷èñëî t ∈ (0, 1). Îáîçíà÷èì x = tx1+(1− t)x0. Ñîãëàñíî (2.1)
èìååì

f(x1)− f(x) > f ′(x)(x1 − x);

f(x0)− f(x) > f ′(x)(x0 − x).

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî óìíîæèì íà t, âòîðîå � íà t − 1, ïîñëå

÷åãî ðåçóëüòàòû ñëîæèì ¾â ñòîëáèê¿. Ïîëó÷èì

tf(x1) + (1− t)f(x0)− f(x) > 0.

Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà îïðåäåëåíèå ñòðîãî âûïóêëîé ôóíê-

öèè è ëåììó 1.1.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

2.2. Ìîæíî ïðåäëîæèòü áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò êðèòåðèÿ

ñòðîãîé âûïóêëîñòè äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2.2. Äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà (a, b) ôóíêöèÿ f(x)

áóäåò ñòðîãî âûïóêëîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ïåð-

âàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, b).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(x) äèôôåðåíöèðóåìàÿ è

ñòðîãî âûïóêëàÿ íà (a, b) ôóíêöèÿ. Âîçüìåì òî÷êè a < x0 <

< x1 < b. Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî f ′(x0) < f ′(x1). Ñîãëàñíî

òåîðåìå 2.1 èìååì

f(x1)− f(x0) > f ′(x0)(x1 − x0);

f(x0)− f(x1) > f ′(x1)(x0 − x1).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f ′(x0) <
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
=
f(x0)− f(x1)

x0 − x1
< f ′(x1).

Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ñòðîãî

âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (a, b). Âîçüìåì òî÷êè a < x0 < x <

< x1 < b. Ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(ξ),

f(x1)− f(x)

x1 − x
= f ′(η), (2.2)

ãäå x0 < ξ < x è x < η < x1. ßñíî, ÷òî ξ < η. Ïî óñëî-

âèþ f ′(ξ) < f ′(η). Íà îñíîâàíèè (2.2) ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(x)− f(x0)

x− x0
<
f(x1)− f(x)

x1 − x
.

Ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1, ñîãëàñíî êîòîðîé

f(x) � ñòðîãî âûïóêëàÿ íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

2.3. Ïîëó÷èì êðèòåðèé ñòðîãîé âûïóêëîñòè äëÿ äâàæäû

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà

(a, b) ôóíêöèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû îíà áûëà ñòðîãî âûïóêëîé,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü äâà óñëîâèÿ:

(i) f ′′(x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b);

(ii) íå ñóùåñòâóåò èíòåðâàëà (x0, x1) ⊂ (a, b), íà êîòîðîì

f ′′(x) ≡ 0.

Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò èíòåðâàëà

(x0, x1) ⊂ (a, b), íà êîòîðîì f(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíê-

öèåé.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èì î ñ ò ü. Ñîãëàñíî òåî-

ðåìå 2.2 ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, b). Ñëåäî-

âàòåëüíî, f ′′(x) ≥ 0 ïðè âñåõ x ∈ (a, b). Äîïóñòèâ, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò èíòåðâàë (x0, x1) ⊂ (a, b), íà êîòîðîì f ′′(x) ≡ 0, ïîëó-

÷èì, ÷òî f ′(x) ≡ const íà (x0, x1). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñòðîãîìó

âîçðàñòàíèþ f ′(x).

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Óñëîâèå (i) ãàðàíòèðóåò ìîíîòîííîå

íåóáûâàíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x). Äîïóñòèì, ÷òî f ′(x0) = f ′(x1)

â íåêîòîðûõ òî÷êàõ x0 < x1 èç (a, b). Òîãäà f ′(x) = f ′(x0) ïðè

âñåõ x ∈ (x0, x1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f ′′(x) ≡ 0 íà (x0, x1).

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (ii).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3 çàâåäîìî âûïîëíÿþò-

ñÿ, êîãäà f ′′(x) > 0 ïðè âñåõ x ∈ (a, b). Îíè âûïîëíÿþòñÿ

òàêæå, åñëè f ′′(x) > 0 ïðè âñåõ x ∈ (a, b) çà èñêëþ÷åíèåì

êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, â êîòîðûõ f ′′(x) = 0.

2.4. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñòðîãî âûïóêëûõ ôóíêöèé.

1) Ôóíêöèÿ f(x) = x2n ñòðîãî âûïóêëà íà R ïðè âñåõ

íàòóðàëüíûõ n. Äåéñòâèòåëüíî, f ′′(x) = 2n(2n−1)x2n−2. Ïðè

n = 1 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà íà R, à ïðè n > 1

îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî â òî÷êå x = 0.

2) Ôóíêöèÿ f(x) =
√
c2 + x2 ïðè c ̸= 0 ñòðîãî âûïóêëà

íà R. Èìååì

f ′′(x) =
c2

(c2 + x2)3/2
.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà íà R.
3) Ôóíêöèÿ f(x) = 1

xp ñòðîãî âûïóêëà íà ïîëóîñè (0,+∞)

ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ p. Èìååì

f ′′(x) = p(p+ 1)x−p−2.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà íà (0,+∞).
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4) Ôóíêöèÿ f(x) = x lnx ñòðîãî âûïóêëà íà [0,+∞). Èìå-

åì

f ′′(x) =
1

x
.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà íà (0,+∞). Âìåñòå ñ òåì

ñóùåñòâóåò ïðåäåë f(x) ïðè x → +0, ðàâíûé íóëþ. Äîîïðå-

äåëèì ôóíêöèþ f(x) â òî÷êå x = 0, ïîëîæèâ f(0) = 0. Ïî

òåîðåìå 1.2 ïîëó÷èì ôóíêöèþ, ñòðîãî âûïóêëóþ íà [0,+∞).

5) Ôóíêöèÿ f(x) = − ln tg x ñòðîãî âûïóêëà íà (0, π4 ]. Èìå-

åì

f ′′(x) =
4 cos 2x

sin2 2x
.

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà íà (0, π4 ). Ñàìà ôóíêöèÿ

f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x = π
4 . Ïî òåîðåìå 1.2 ôóíêöèÿ f(x)

ñòðîãî âûïóêëà íà (0, π4 ].

Íèæå ïðåäñòàâëåíà áîëåå ïîëíàÿ òàáëèöà ñòðîãî âûïóê-

ëûõ ôóíêöèé.

2.5. Íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè ââî-

äèòñÿ ïîíÿòèå ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé f(x) íàçûâà-

åòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè ñòðîãî âûïóê-

ëîé íà (a, b) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ −f(x).

Äëÿ ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèè ïðè ëþáûõ x0, x1 èç (a, b),

x0 ̸= x1, è âñåõ t ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f
(
tx1 + (1− t)x0

)
> tf(x1) + (1− t)f(x0).
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Òàáëèöà ñòðîãî âûïóêëûõ ôóíêöèé

� Âèä ôóíêöèè Ïðîìåæóòîê

1 x2n, ãäå n ∈ N R
2

√
c2 + x2 ïðè c ̸= 0 R

3 xp, ãäå p > 1 [0,+∞)

4 −xp, ãäå 0 < p < 1 [0,+∞)

5 x−p, ãäå p > 0 (0,+∞)

6 ax, ãäå a > 0, a ̸= 1 R
7 − lnx (0,+∞)

8 x lnx [0,+∞)

9 − ln(1− x2) (−1, 1)

10 ln(1 + ex) R
11 − sinx [0, π]

12 − cosx [−π
2 ,

π
2 ]

13 tg x [0, π2 )

14 − ln sinx (0, π)

15 − ln cosx (−π
2 ,

π
2 )

16 − ln tg x (0, π4 ]

3. Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà è åãî îáðàùåíèå

3.1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç I ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê íà âå-

ùåñòâåííîé îñè (îòêðûòûé, çàìêíóòûé èëè ïîëóçàìêíóòûé,

êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñòðîãî âû-

ïóêëîé íà I ôóíêöèè f(x) íåðàâåíñòâî (1.1), îïðåäåëÿþùåå

ñòðîãóþ âûïóêëîñòü, äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ, ñòðîãî âûïóê-

ëàÿ íà ïðîìåæóòêå I ⊂ R, n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî è t0, t1, . . . , tn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, â ñóì-

ìå ðàâíûå åäèíèöå. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê
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x0, x1, . . . , xn èç I, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

min
k∈0:n

xk < max
k∈0:n

xk, (3.1)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f
( n∑

k=0

tkxk

)
<

n∑
k=0

tkf(xk). (3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè-

÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî (3.2) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ

ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè f(x) (äîñòàòî÷íî â íåðàâåí-

ñòâå (1.1) ïîëîæèòü t = t1). Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä

îò n ê n+ 1.

Ïóñòü èìåþòñÿ n+ 2 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë t0, t1, . . . , tn,

tn+1, â ñóììå ðàâíûõ åäèíèöå. Âîçüìåì n+2 òî÷åê x0, x1, . . . ,

xn, xn+1 èç I, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1). Ýòî çíà÷èò,

÷òî íå âñå xk ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè, ÷òî xn ̸= xn+1. Çàïèøåì

n+1∑
k=0

tkxk =

n−1∑
k=0

tkxk + (tn + tn+1)
(

tn
tn+tn+1

xn + tn+1

tn+tn+1
xn+1

)
.

Îáîçíà÷èì t′n = tn + tn+1, x′n = tn
t′n
xn + tn+1

t′n
xn+1. Òî÷êè

x0, x1, . . . , xn−1, x
′
n (3.3)

ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó I, à ÷èñëà t0, t1, . . . , tn−1, t
′
n ïî-

ëîæèòåëüíûå è â ñóììå ðàâíû åäèíèöå. Ïî èíäóêöèîííîìó

ïðåäïîëîæåíèþ èìååì

f
( n+1∑

k=0

tkxk

)
≤

n−1∑
k=0

tkf(xk) + t′nf(x
′
n). (3.4)

Ìû ïèøåì çíàê ¾≤¿, ïîòîìó ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå

òî÷êè (3.3) ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Â òàêîì ñëó÷àå íåðàâåí-

ñòâî (3.4) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî.
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Òåïåðü îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíê-

öèè f(x) è óñëîâèÿ xn ̸= xn+1 ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå íåðàâåí-

ñòâî

f(x′n) = f
(
tn
t′n
xn + tn+1

t′n
xn+1

)
< tn

t′n
f(xn) +

tn+1

t′n
f(xn+1).

Ïîäñòàâèâ ýòî â (3.4), ïðèäåì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó

f
( n+1∑

k=0

tkxk

)
<

n+1∑
k=0

tkf(xk).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Òåîðåìó 3.1 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ýêâèâàëåíòíîì

âèäå.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ, ñòðîãî âûïóêëàÿ

íà ïðîìåæóòêå I ⊂ R, n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-

ëî è t0, t1, . . . , tn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, â ñóììå ðàâíûå

åäèíèöå. Òîãäà äëÿ ëþáûõ òî÷åê x0, x1, . . . , xn èç I ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî

f
( n∑

k=0

tkxk

)
≤

n∑
k=0

tkf(xk). (3.5)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà âñå xk ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Íåðàâåíñòâî (3.5) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà.

3.2. Òåîðåìà 3.2 ïîðîæäàåò ìíîãî êîíêðåòíûõ íåðàâåíñòâ

â çàâèñèìîñòè îò âèäà ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè f(x). Ïðè-

âåäåì òðè ïðèìåðà, êîãäà â êà÷åñòâå f(x) âûñòóïàþò ôóíê-

öèè x2, 1
x è − lnx.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü f(x) = x2. Ýòà ôóíêöèÿ ñòðîãî âûïóê-

ëà íà R. Ïî òåîðåìå 3.2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn)
2 ≤ t1x

2
1 + t2x

2
2 + · · ·+ tnx

2
n, (3.6)
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ãäå t1, t2, . . . , tn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, â ñóììå ðàâíûå

åäèíèöå, è x1, x2, . . . , xn � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñ-

ëà. Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà x1 = x2 = · · · = xn.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x2 ñòðîãî âûïóêëà íà

ïîëóîñè [0,+∞). Ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ xk íåðàâåíñòâî (3.6)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn ≤
√
t1x21 + t2x22 + · · ·+ tnx2n. (3.7)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå t1 = t2 = · · · = tn = 1
n íåðàâåíñòâî (3.7)

ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâó (A.2.5) ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè-

÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü f(x) = 1
x . Ýòà ôóíêöèÿ ñòðîãî âûïóêëà

íà ïîëóîñè (0,+∞). Ïî òåîðåìå 3.2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1

t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn
≤ t1
x1

+
t2
x2

+ · · ·+ tn
xn
, (3.8)

ãäå t1, t2, . . . , tn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, â ñóììå ðàâíûå

åäèíèöå, è x1, x2, . . . , xn � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà. Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà,

êîãäà x1 = x2 = · · · = xn.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå t1 = t2 = · · · = tn = 1
n íåðàâåíñòâî (3.8)

ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâó (A.1.5) ìåæäó ñðåäíèì ãàðìîíè-

÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü f(x) = − lnx. Ýòà ôóíêöèÿ ñòðîãî âû-

ïóêëà íà ïîëóîñè (0,+∞). Ïî òåîðåìå 3.2 ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî

− ln(t1x1+t2x2+ · · ·+tnxn) ≤ −t1 lnx1−t2 lnx2−· · ·−tn lnxn,
(3.9)

ãäå t1, t2, . . . , tn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, â ñóììå ðàâíûå

åäèíèöå, è x1, x2, . . . , xn � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå
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÷èñëà. Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà,

êîãäà x1 = x2 = · · · = xn.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (3.9) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

ln(t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn) ≥ ln(xt11 x
t2
2 · · ·xtnn ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

xt11 x
t2
2 · · ·xtnn ≤ t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn. (3.10)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå t1 = t2 = · · · = tn = 1
n íåðàâåíñòâî (3.10)

ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâó (A.1.6) ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè-

÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

3.3. Íà íåðàâåíñòâî Éåíñåíà (3.5) ìîæíî ïîñìîòðåòü êàê

íà îöåíêó ñíèçó äëÿ ñóììû

n∑
k=1

tkf(xk)

â ñëó÷àå, êîãäà f(x) ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ýòó ñóììó

ìîæíî îöåíèòü è ñâåðõó.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ, ñòðîãî âûïóêëàÿ

íà îòðåçêå I = [m,M ], t1, t2, . . . , tn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-

ëà, â ñóììå ðàâíûå åäèíèöå, è x1, x2, . . . , xn � ïðîèçâîëü-

íûå òî÷êè èç I. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-

ñòâî

n∑
k=1

tkf(xk) ≤
M − x̂

M −m
f(m) +

x̂−m

M −m
f(M), (3.11)

ãäå x̂ =
n∑

k=1

tkxk. Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî

òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå xk ðàâíî m èëè M .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè ôèêñèðîâàííîì k ∈ 1 : n èìååì

xk =
M − xk
M −m

m+
xk −m

M −m
M,
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ïîýòîìó

f(xk) ≤
M − xk
M −m

f(m) +
xk −m

M −m
f(M). (3.12)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà xk ðàâíîm èëèM . Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.12)

íà tk, ïîñëå ÷åãî ïðîñóììèðóåì ïî k îò 1 äî n âñå ïîëó÷åííûå

íåðàâåíñòâà. Ïðèäåì ê (3.11).

Íåðàâåíñòâî (3.11) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà íåðàâåíñòâî (3.12) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî ïðè

âñåõ k ∈ 1 : n, òî åñòü êîãäà êàæäîå xk ðàâíî m èëè M .

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Íåðàâåíñòâî (3.11) íàçûâàåòñÿ îáðàùåíèåì íåðàâåíñòâà

Éåíñåíà.

4. Âçâåøåííûå ñðåäíèå ïîëîæèòåëüíîãî
ïîðÿäêà

4.1. Çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà t1, t2, . . . , tn, â

ñóììå ðàâíûå åäèíèöå, è ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñ-

ëà a1, a2, . . . , an. Âåëè÷èíà

M(p) =
( n∑

k=1

tka
p
k

)1/p
,

ãäå p � ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, íàçûâàåòñÿ âçâå-

øåííûì ñðåäíèì ïîðÿäêà p ÷èñåë a1, a2, . . . , an. Â ÷àñòíîñòè,

M(1) � âçâåøåííîå ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå, M(2) � âçâå-

øåííîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå.

Åñëè a1 = a2 = · · · = an =: a, òî M(p) = a ïðè âñåõ

p > 0. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî ñðåäè ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-

ñåë a1, a2, . . . , an åñòü õîòÿ áû äâà ðàçëè÷íûõ.

Òåîðåìà 4.1. Ïðè 0 < p < q ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

M(p) < M(q). (4.1)



ÂÇÂÅØÅÍÍÛÅ ÑÐÅÄÍÈÅ ÏÎËÎÆÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ 107

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì xk = apk, k ∈ 1 : n; s = q
p .

Òàê êàê s > 1, òî ôóíêöèÿ f(x) = xs ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóê-

ëîé íà (0,+∞). Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà èìååì

( n∑
k=1

tkxk

)s
<

n∑
k=1

tkx
s
k.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì

M(q) =
( n∑

k=1

tka
q
k

)1/q
=
( n∑

k=1

tkx
s
k

)1/q
>
( n∑

k=1

tkxk

)s/q
=

=
( n∑

k=1

tka
p
k

)1/p
=M(p).

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå t1 = t2 = · · · = tn = 1

n íåðàâåíñòâî (4.1)

ïðèíèìàåò âèä(
ap1 + ap2 + · · ·+ apn

n

)1/p

<

(
aq1 + aq2 + · · ·+ aqn

n

)1/q

.

Çäåñü a1, a2, . . . , an � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà,

íå âñå ðàâíûå ìåæäó ñîáîé, è 0 < p < q.

4.2. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ M(p) èìååò ïðåäåë ïðè

p→ +0.

Òåîðåìà 4.2. Ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
p→+0

M(p) = at11 a
t2
2 · · · atnn .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî

lnM(p) =
1

p
ln
( n∑

k=1

tka
p
k

)
.



108 ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ B

Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ èìååì

lim
p→+0

lnM(p) = lim
p→+0

n∑
k=1

tka
p
k ln ak

n∑
k=1

tka
p
k

=

n∑
k=1

tk ln ak.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè f(x)= ex=: exp(x).

Ïîëó÷èì

lim
p→+0

M(p) = lim
p→+0

exp
(
lnM(p)

)
= exp

(
lim

p→+0
lnM(p)

)
=

= exp
( n∑

k=1

tk ln ak

)
= at11 a

t2
2 · · · atnn .

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Âåëè÷èíà

M(0) := at11 a
t2
2 · · · atnn

íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ÷èñåë a1,

a2, . . . , an.

Íà îñíîâàíèè òåîðåì 4.1 è 4.2 çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ

M(p) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà ïîëóîñè [0,+∞).

Çàäà÷è

B.1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äèôôåðåíöèðóåìîé ñòðîãî âîçðàñòà-

þùåé íà R ôóíêöèè, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â òî÷êå x = 0

ðàâíà íóëþ.

B.2. Ïóñòü f1(x), f2(x), . . . , fn(x) � ñòðîãî âûïóêëûå íà ïðî-

ìåæóòêå I ⊂ R ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ïî-

òî÷å÷íîãî ìàêñèìóìà

F (x) = max{f1(x), f2(x), . . . , fn(x)}

òàêæå ñòðîãî âûïóêëà íà I.
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B.3. Âîçüìåì ïîëîæèòåëüíóþ íà (a, b) äâàæäû äèôôåðåí-

öèðóåìóþ ôóíêöèþ f(x), ó êîòîðîé f ′′(x) > 0 ïðè âñåõ

x ∈ (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî n-ÿ ñòåïåíü ýòîé ôóíêöèè ïðè

ëþáîì íàòóðàëüíîì n ≥ 2 ñòðîãî âûïóêëà íà (a, b).

B.4. Ïóñòü f(x) è g(x) � ïîëîæèòåëüíûå, ñòðîãî âûïóêëûå è

îäèíàêîâî ìîíîòîííûå íà ïðîìåæóòêå I ⊂ R ôóíêöèè(
ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âñåõ x, y èç I âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî
(
f(x)− f(y)

)(
g(x)− g(y)

)
≥ 0
)
. Äîêàæèòå,

÷òî ïðîèçâåäåíèå f(x)g(x) ñòðîãî âûïóêëî íà I.

B.5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ 1
f(x) ñòðîãî âûïóêëà íà ïðîìå-

æóòêå I ⊂ R, åñëè f(x) ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî âîãíóòà
íà I.

B.6. Ðàññìîòðèì íà ïîëóîñè (0,+∞) äâå ôóíêöèè

xf(x) è f
(
1
x

)
.

Äîêàæèòå, ÷òî èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè îäíîé èç íèõ ñëå-

äóåò ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü äðóãîé.

B.7. Ïóñòü n ≥ 3 è x1, x2, . . . , xn � ýêâèäèñòàíòíûå òî÷êè

íà âåùåñòâåííîé îñè, òî åñòü

xk = x1 + (k − 1)d, k ∈ 1 : n,

ãäå d > 0. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñòðîãî âûïóêëîé íà îò-

ðåçêå [x1, xn] ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

f
(x1 + xn

2

)
<

1

n

n∑
k=1

f(xk) <
f(x1) + f(xn)

2
.

B.8. Âîçüìåì ñòðîãî âûïóêëóþ íà ïîëóîñè [0,+∞) ôóíê-

öèþ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëü-

íûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn, ñðåäè êîòîðûõ åñòü äâà ÷èñëà
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xi, xj , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ xi > xj > 0, ñïðàâåä-

ëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

f(xk) < f
( n∑

k=1

xk

)
+ (n− 1)f(0).

B.9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an
è b1, b2, . . . , bn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî( n∑

k=1

ak

)2
+
( n∑

k=1

bk

)2
≤
( n∑

k=1

√
a2k + b2k

)2
.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?

B.10. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëå-

òâîðÿþùèå óñëîâèþ

a21 + a22 + · · ·+ a2n = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

( 1

ak
− ak

)
≥ (n− 1)

√
n.

Êîãäà íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî?



Ðåøåíèÿ çàäà÷

Ðàçäåë 1

1.6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y äëèíû ñòîðîí îñíîâàíèÿ ÿùèêà

è ÷åðåç h åãî âûñîòó. Íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

S = xy + 2h(x+ y)

ïðè óñëîâèè xyh = V .

Èìååì

S ≥ xy + 4h
√
xy,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè x = y.

Äàëåå

xy + 4h
√
xy =

V

h
+ 4

√
V h =

=
V

h
+ 2

√
V h+ 2

√
V h ≥ 3

3
√
4V 2.

Çäåñü íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè
V
h = 2

√
V h, òî åñòü òîëüêî ïðè V = 4h3. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî

h =
1

2
3
√
2V .

Ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

S ≥ 3
3
√
4V 2.

Îíî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y è

h = 1
2

3
√
2V . Íî xyh = V , ïîýòîìó

x = y =
3
√
2V .
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Îòìåòèì, ÷òî ó ÿùèêà ñ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäüþ ïîâåðõ-

íîñòè ïðè äàííîì îáúåìå îñíîâàíèå êâàäðàòíîå è âûñîòà â

äâà ðàçà ìåíüøå äëèíû ñòîðîíû îñíîâàíèÿ.

1.7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y, z äëèíû ðåáåð ïàðàëëåëåïè-

ïåäà. Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

S = 2(xy + yz + zx)

ïðè îãðàíè÷åíèè 4(x+ y + z) = L, ãäå L èçâåñòíî.

Çàïèøåì

S ≤ (x2 + y2) + (y2 + z2) + (z2 + x2) = 2(x2 + y2 + z2) =

= 2
[
(x+ y + z)2 − S

]
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 3S ≤ 1
8L

2 èëè

S ≤ 1

24
L2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

x = y = z =
1

12
L.

1.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y äëèíó ñòîðîí îñíîâàíèÿ è ÷å-

ðåç h âûñîòó ÿùèêà. Íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

S = xy + 2h(x+ y)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ xyh = V , y = kx.

Òàê êàê h = V
kx2 è hx = V

kx , òî

S = kx2 +
(1 + k)V

kx
+

(1 + k)V

kx
≥ 3

3

√
(1 + k)2

k
V 2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

k2x3 = (1 + k)V . Çíà÷èò,

x =
3

√
1 + k

k2
V , y = kx, h =

V

kx2
= 3

√
k

(1 + k)2
V .
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Îòìåòèì, ÷òî h = k
1+kx.

1.9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà è

÷åðåç h åãî âûñîòó. Íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

V = πr2h

ïðè îãðàíè÷åíèè 2πr2 + 2πrh = S.

Çàïèøåì

V = πr2h =
π√
2

(
(r
√
2)
√
rh

√
rh
)
.

Ïî íåðàâåíñòâó (A.2.6) ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è

ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì èìååì

V ≤ π√
2

(2(r2 + rh)

3

)3/2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2(r2 + rh) = S/π, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

V ≤ π√
2

( S
3π

)3/2
=

1√
2π

(S
3

)3/2
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà r
√
2 =

√
rh, òî åñòü êîãäà 2r = h. Ðàäèóñ r íàéäåì èç

óñëîâèÿ S = 6πr2. Ïîëó÷èì r =
√

S
6π .

1.10. Ïóñòü r � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ è h � âûñîòà áàêà.

Íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

S = πr2 + 2πrh

ïðè óñëîâèè πr2h = V .

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè (A.1.6) èìååì

S = πr2 + πrh+ πrh ≥ 3
3
√
π3r4h2 = 3

3
√
πV 2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

πr2 = πrh, òî åñòü êîãäà r = h. Ðàäèóñ r íàéäåì èç óñëîâèÿ

πr3 = V . Ïîëó÷èì r = 3

√
V
π .
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1.11. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x äëèíó ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ïðèç-

ìû è ÷åðåç h åå âûñîòó. Íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

V =

√
3

4
x2h

ïðè óñëîâèè 2(x+ h) = P .

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè (A.1.6) èìååì

V =

√
3

8

(
x · x · (2h)

)
≤

√
3

8

(2(x+ h)

3

)3
=

√
3

27
P 3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

x = 2h = 1
3P .

1.12. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y, z äëèíó ðåáåð âïèñàííîãî

ïàðàëëåëåïèïåäà è ÷åðåç D äèàìåòð øàðà. Íóæíî ìàêñèìè-

çèðîâàòü âåëè÷èíó

V = xyz

ïðè óñëîâèè x2 + y2 + z2 = D2.

Ïî íåðàâåíñòâó (A.2.6) ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è

ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì èìååì

V = xyz ≤
(x2 + y2 + z2

3

)3/2
=

√
3

9
D3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

x = y = z = D
√
3

3 .

1.13. Ðàññìîòðèì âåðòèêàëüíîå ñå÷åíèå öèëèíäðà, âïè-

ñàííîãî â êîíóñ (ðèñ. 24) Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: R, r � ðàäè-

óñû îñíîâàíèÿ êîíóñà è öèëèíäðà, H, h � âûñîòû êîíóñà è

öèëèíäðà. Èç ñîîáðàæåíèé ïîäîáèÿ èìååì

r

R
=
H − h

H
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

h = H
(
1− r

R

)
.
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Ðèñ. 24. Âåðòèêàëüíîå ñå÷åíèå öèëèíäðà, âïèñàííîãî â êîíóñ

Çàïèøåì ôîðìóëó äëÿ îáúåìà âïèñàííîãî öèëèíäðà

V = πr2h = 4π
H

R

(r
2
· r
2
· (R− r)

)
.

Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà Êîøè (A.1.6) ïîëó÷àåì

V ≤ 4π
H

R

(R
3

)3
=

4π

27
HR2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà
r
2 = R− r, òî åñòü ïðè r = 2

3R.

1.14. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ðàäèóñ øàðà è ÷åðåç h âûñîòó

âïèñàííîãî êîíóñà (ðèñ. 25).

Ðèñ. 25. Âåðòèêàëüíîå ñå÷åíèå êîíóñà, âïèñàííîãî â øàð
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Êâàäðàò ðàäèóñà îñíîâàíèÿ êîíóñà êàê âûñîòû ïðÿìîóãîëü-

íîãî òðåóãîëüíèêà DAB ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ h(2R− h). Äëÿ

îáúåìà âïèñàííîãî êîíóñà ïîëó÷àåì ôîðìóëó

V =
1

3
πh(2R− h)h =

4

3
π
(h
2
· h
2
· (2R− h)

)
.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè (A.1.6) èìååì

V ≤ 4

3
π
(2R

3

)3
=

32

81
πR3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà
h
2 = 2R− h, òî åñòü òîëüêî ïðè h = 4

3R.

1.15. Ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è ïîÿñíÿåò ðèñóíîê 26.

Ðèñ. 26. Âåðòèêàëüíîå ñå÷åíèå êîíóñà, îïèñàííîãî îêîëî øàðà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàäèóñ øàðà è ÷åðåç α óãîë OAD. Î÷å-

âèäíî, ÷òî α ∈ (0, π4 ). Çàïèøåì ôîðìóëó äëÿ îáúåìà îïèñàí-

íîãî êîíóñà

V =
1

3
π |AD|2 · |BD| = 1

3
π
( r

tgα

)2( r

tgα
tg 2α

)
=

=
1

3
πr3

1

tg3 α
· 2 tgα

1− tg2 α
=

2

3
πr3

1

tg2 α (1− tg2 α)
.

Ïî óñëîâèþ α ∈ (0, π4 ), ïîýòîìó tg2 α ∈ (0, 1) è

tg2 α (1− tg2 α) ≤ 1

4
.



ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× 117

Ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

V ≥ 8

3
πr3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

tg2 α = 1
2 .

Îòìåòèì, ÷òî îáúåì ïîëó÷åííîãî êîíóñà â äâà ðàçà áîëü-

øå îáúåìà øàðà.

Ðàçäåë 3

3.6. Íà ðèñóíêå 27 ïîÿñíÿåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ðèñ. 27. Ïîÿñíåíèå ê çàäà÷å 3.6

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

α � âåëè÷èíà óãëà (â ðàäèàíàõ);

a � äëèíà îòðåçêà NM ;

c � äëèíà îòðåçêà ON ;

x � äëèíà îòðåçêà NA;

y � äëèíà îòðåçêà OB.

Òî÷êà M çàäàíà, ïîýòîìó âåëè÷èíû a è c èçâåñòíû.

Òðåóãîëüíèê ABO åñòü îáúåäèíåíèå òðåóãîëüíèêà AMN

è òðàïåöèè NMBO. Åãî ïëîùàäü S ìîæíî âû÷èñëèòü äâóìÿ

ñïîñîáàìè:

S =
1

2
y(c+ x) sinα =

1

2
ax sinα+

1

2
(a+ y)c sinα.
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî y(c + x) = ax + (a + y)c.

Äëÿ y ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

y =
a(c+ x)

x
.

Ôîðìóëà äëÿ S ïðèíèìàåò âèä

S =
a(c+ x)2

2x
sinα.

Î÷åâèäíî, ÷òî

(c+ x)2

x
=
c2

x
+ x+ 2c.

Òàê êàê
c2

x
+ x ≥ 2c,

òî

S ≥ 2ac sinα.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà c2

x = x, òî åñòü òîëüêî ïðè x = c (ïðè ðàâåíñòâå äëèí

îòðåçêîâ NA è ON).

3.7. Îòðàçèì ñèììåòðè÷íî òî÷êó M îòíîñèòåëüíî ñòî-

ðîí óãëà. Ïîëó÷èì òî÷êè P è Q (ðèñ. 28). Ïî ïîñòðîåíèþ

AP = AM è BQ = BM .

Ðèñ. 28. Èëëþñòðàöèÿ ê çàäà÷å 3.7

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà MAB ðàâåí äëèíå

ëîìàíîé PABQ. Äëèíà ëîìàíîé áóäåò íàèìåíüøåé, åñëè òî÷-

êè A è B ëåæàò íà ïåðåñå÷åíèè îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷-

êè P è Q ñî ñòîðîíàìè óãëà.
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3.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a äëèíó îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà è

÷åðåç d ñóììó äëèí x è y áîêîâûõ ñòîðîí. Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà

äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà èìååì

S =
√
p(p− a)(p− x)(p− y),

ãäå p = 1
2 (a+ d). Òàê êàê

√
(p− x)(p− y) ≤ 2p− d

2
=
a

2
,

òî

S ≤ 1

2
a
√
p(p− a).

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

x = y = d
2 , òî åñòü êîãäà òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

3.9. Äëÿ ïëîùàäè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñïðà-

âåäëèâà ôîðìóëà

S =
1

2
ℓ2 sinα,

ãäå α � óãîë ïðè âåðøèíå, α ∈ (0, π). Íàèáîëüøåå çíà÷å-

íèå S äîñòèãàåò ïðè α = π
2 , êîãäà áîêîâûå ñòîðîíû âçàèìíî

ïåðïåíäèêóëÿðíû.

3.10. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x, y äëèíû êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíî-

ãî òðåóãîëüíèêà è ÷åðåç z äëèíó åãî ãèïîòåíóçû. Ïî óñëîâèþ

x + y = d. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (A.2.5) ìåæäó ñðåä-

íèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì. Ïîëó÷èì√
x2 + y2

2
≥ x+ y

2
=
d

2
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

z =
√
x2 + y2 ≥

√
2

2
d.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè x = y.



120 ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ãèïîòåíóçû ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà ïðè çàäàííîé ñóììå äëèí åãî êàòåòîâ áóäåò íàè-

ìåíüøåé òîëüêî ïðè ðàâåíñòâå äëèí êàòåòîâ.

3.11. Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ x, y, z èç ïðåäûäóùåé çàäà-

÷è. Ïî óñëîâèþ

x+ y = d, x2 + y2 = z2.

×åðåç h îáîçíà÷èì äëèíó âûñîòû, îïóùåííîé èç ïðÿìîãî óã-

ëà íà ãèïîòåíóçó.

Âû÷èñëèì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà äâóìÿ ñïîñîáàìè:

S =
1

2
xy =

1

2
zh.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

h =
xy

z
≤ 1

z

(x+ y

2

)2
=
d2

4z
. (3.1)

Âìåñòå ñ òåì

z =
√
2

√
x2 + y2

2
≥

√
2
x+ y

2
=

√
2

2
d. (3.2)

Îáúåäèíèâ (3.1) è (3.2), ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

h ≤
√
2

4
d.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà x = y, òî åñòü êîãäà êàòåòû èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

3.12. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b, c äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíè-

êà è ÷åðåç r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äëÿ ïëîùàäè

òðåóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà S = pr. Çíà÷èò,

r =
S

p
=

1
√
p

√
(p− a)(p− b)(p− c) ≤ 1

√
p

(p
3

)3/2
=

√
3

9
p.
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Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a = b = c, òî åñòü êîãäà òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé.

3.13. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b, c äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíè-

êà è ÷åðåç p � åãî ïîëóïåðèìåòð. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

Ãåðîíà äëÿ ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà è íåðàâåíñòâàìè ìåæäó

ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì, ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåä-

íèì êâàäðàòè÷íûì. Ïîëó÷èì

S2 = p(p− a)(p− b)(p− c) ≤ p
(p
3

)3
= 3
(p
3

)4
=

=
3

16

(a+ b+ c

3

)4
≤ 3

16

(a2 + b2 + c2

3

)2
.

(3.3)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

a2 + b2 + c2 ≥ (4
√
3)S.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

îáà íåðàâåíñòâà â (3.3) âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà. Ýòî âîç-

ìîæíî òîëüêî ïðè a = b = c.

Ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ: íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

a2 + b2 + c2 ïðè çàäàííîì S ðàâíî (4
√
3)S è äîñòèãàåòñÿ íà

ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå.

3.14. Äîêàæåì, ÷òî èñêîìîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ öåíòð O

îïèñàííîé îêðóæíîñòè (èçâåñòíî, ÷òî ó îñòðîóãîëüíûõ òðå-

óãîëüíèêîâ òî÷êà O ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîñòà-

òî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè M èç òðåóãîëüíèêà,

îòëè÷íîé îò O, åå ðàññòîÿíèå äî îäíîé èç âåðøèí áîëüøå R.

Íà ðèñóíêå 29 ïðåäñòàâëåíî îñíîâíîå ñîîáðàæåíèå. Äëè-

íû îòðåçêîâ OC è OB ðàâíû R. Òî÷êà M îòëè÷íà îò O è

ëåæèò âûøå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O ïàðàëëåëüíî

îòðåçêó CB. Îòðåçêè MP è OP âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
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Ðèñ. 29. Ïîÿñíåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3.13

Äëÿ òî÷êè M èìååì

|CM | > |CP | > |CO| = R.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî îäíîé èç òî÷åê C

èëè B áîëüøå R.

Òåïåðü â èñõîäíîì îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïðîâåäåì

÷åðåç öåíòð O îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðè ïðÿìûå, ïàðàë-

ëåëüíûå ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà. Ïîëó÷èì òðè ïîëîñû, ïî-

êðûâàþùèå òðåóãîëüíèê (ðèñ. 30).

Ðèñ. 30. Òðè ïîëîñû â òðåóãîëüíèêå

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà M èç òðåóãîëüíèêà, îò-

ëè÷íàÿ îò O, ëåæèò âíå îäíîé èç ýòèõ ïîëîñ. Ïî îñíîâíîìó

ñîîáðàæåíèþ ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî îäíîé èõ âåðøèí

òðåóãîëüíèêà áîëüøå R.

3.15. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì ãàðìîíè÷å-

ñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì â ôîðìå (A.1.5) èìååì

1

a+ b− c
+

1

b+ c− a
+

1

c+ a− b
≥ 9

a+ b+ c
=

9

2p
.
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Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a = b = c.

Ðàçäåë 5

5.6. Èìååì

ab+ bc+ ca ≤ a2 + b2

2
+
b2 + c2

2
+
c2 + a2

2
= a2+ b2+ c2. (5.1)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a = b = c. Äîáàâèì 2(ab + bc + ca) ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåí-

ñòâà (5.1). Ïîëó÷èì

3(ab+ bc+ ca) ≤ (a+ b+ c)2.

Åñëè a+ b+ c = 1, òî

ab+ bc+ ca ≤ 1

3
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè a = b =

= c = 1
3 .

5.7. Î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî(
a− b√

2

)2
+
(
c− b√

2

)2
≥ 0

ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

a2 + b2 + c2 ≥
√
2 (ab+ bc).

Åñëè a2 + b2 + c2 = 1, òî

ab+ bc ≤ 1√
2
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè a = c =

= b√
2
= 1

2 .
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5.8. Íà äîïóñòèìûõ a, b, c èìååì

w2 =
a2b2

c2
+
b2c2

a2
+
c2a2

b2
+ 2(b2 + a2 + c2) =

=
1

2

(a2b2
c2

+
b2c2

a2

)
+

1

2

(b2c2
a2

+
c2a2

b2

)
+

1

2

(c2a2
b2

+
a2b2

c2

)
+ 2.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè. Ïîëó÷èì

w2 ≥ b2 + c2 + a2 + 2 = 3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a2b2

c2
=
b2c2

a2
=
c2a2

b2
,

òî åñòü ïðè a = c = b.

Î ò â å ò. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî
√
3. Îíî äîñòèãà-

åòñÿ òîëüêî ïðè a = b = c = 1√
3
.

5.9. Ââåäåì ôóíêöèþ f(u) = −
√
1− u2. Îíà ñòðîãî âû-

ïóêëà íà èíòåðâàëå (−1, 1), òàê êàê

f ′′(u) =
1

(1− u2)3/2
> 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè èìååì

f
(x+ y

2

)
≤ 1

2

(
f(x) + f(y)

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî√
1− x2 +

√
1− y2 ≤ 2

√
1−

(x+ y

2

)2
.

Ïðè x+ y = a ïîëó÷àåì√
1− x2 +

√
1− y2 ≤

√
4− a2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

x = y = a
2 .
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5.10. Ïðè x ∈ (0, 1) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

x(2x− 1)2 ≥ 0.

Ïåðåïèøåì åãî â ðàçâåðíóòîì âèäå

x ≥ 4x2 − 4x3.

Ïîäåëèâ íà 1− x, ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó íåðàâåíñòâó

x

1− x
≥ 4x2. (5.2)

Íà ìíîæåñòâå (0, 1) äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðà-

âåíñòâî òîëüêî ïðè x = 1
2 .

Íà îñíîâàíèè (5.2) äëÿ w ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

w =
a

1− a
+

b

1− b
+

c

1− c
+

d

1− d
≥ 4(a2+ b2+ c2+d2). (5.3)

Åñëè

a2 + b2 + c2 + d2 = 1, (5.4)

òî

w ≥ 4.

×èñëà a = b = c = d = 1
2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (5.4) è

íà íèõ íåðàâåíñòâî (5.3) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Çíà-

÷èò, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî 4 è äîñòèãàåòñÿ ïðè

a = b = c = d = 1
2 .

5.11. Îöåíèì ñóììû ïåðâîãî è òðåòüåãî, âòîðîãî è ÷åò-

âåðòîãî ñëàãàåìûõ. Ïîëó÷èì

w =
( a

a+ 2b+ c
+

c

c+ 2d+ a

)
+
( b

b+ 2c+ d
+

d

d+ 2a+ b

)
=

=
a(c+2d+a) + c(a+2b+c)

(a+ 2b+ c)(c+ 2d+ a)
+
b(d+2a+b) + d(b+2c+d)

(b+ 2c+ d)(d+ 2a+ b)
≥
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≥ a2 + b2 + c2 + d2 + 2ab+ 2ac+ 2ad+ 2bc+ 2bd+ 2cd

(a+ b+ c+ d)2
= 1.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a+ 2b+ c = c+ 2d+ a, b+ 2c+ d = d+ 2a+ b,

òî åñòü ïðè b = d è a = c.

Î ò â å ò. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî åäèíèöå. Ìíîæå-

ñòâî ðåøåíèé ñîñòàâëÿþò âñå íàáîðû âèäà (a, b, a, b) ïðè ïî-

ëîæèòåëüíûõ a è b.

5.12. Äâà ðàçà ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êîøè. Ïîëó÷èì

w ≥ 2

n∑
k=1

√
ak+1ak+2

ak
≥ 2n

n

√
n∏

k=1

√
ak+1ak+2

ak
= 2n.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà,

êîãäà

a2 = a3, a3 = a4, . . . , an = a1, a1 = a2,

òî åñòü êîãäà âñå ak ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Â ýòîì ñëó÷àå è

âòîðîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî.

Î ò â å ò. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî 2n. Ýòî çíà÷åíèå

äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âñå ak ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

5.13. Èìååì

w =

n∑
k=1

(ak − s) + s

s− ak
= s

n∑
k=1

1

s− ak
− n.

Ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì è ñðåäíèì

àðèôìåòè÷åñêèì â ôîðìå (A.1.5) çàïèøåì

n∑
k=1

1

s− ak
≥ n2

ns− a1 − a1 − · · · − an
=

n2

(n− 1)s
.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì

w ≥ n2

n− 1
− n =

n

n− 1
.
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Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

âñå ak ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

5.14. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì

w =

n∑
k=1

s− ak
ak

≥ n
n

√
n∏

k=1

s− ak
ak

.

Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè. Ïðèíÿâ îáîçíà÷å-

íèå c = a1a2 · · · an, ïîëó÷èì

s− ak ≥ (n− 1) n−1
√
a1 · · · ak−1ak+1 · · · an = (n− 1) n−1

√
c

ak
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

s− ak
ak

≥ (n− 1) n−1

√
c

ank
.

Äàëåå

n∏
k=1

s− ak
ak

≥ (n− 1)n
n−1

√
cn

n∏
k=1

1

ank
= (n− 1)n.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

w ≥ n(n− 1).

Âñå ïðîìåæóòî÷íûå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåí-

ñòâà òîëüêî òîãäà, êîãäà a1 = a2 = · · · = an.

5.15. Îáîçíà÷èì xk = ak

s è ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ w

â âèäå

w =

n∑
k=1

xk
1 + xk

.

Ïî îïðåäåëåíèþ, xk ïîëîæèòåëüíû è â ñóììå ðàâíû åäèíèöå.

Ââåäåì ôóíêöèþ

f(x) = − x

1 + x
.
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Îíà ñòðîãî âûïóêëà íà ïðîìåæóòêå (0, 1]. Âîñïîëüçóåìñÿ

íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà (B.3.5) ïðè t1 = t2 = · · · = tn = 1
n .

Ïîëó÷èì

f

(
1

n

n∑
k=1

xk

)
≤ 1

n

n∑
k=1

f(xk).

Òàê êàê

f

(
1

n

n∑
k=1

xk

)
= f

( 1
n

)
= − 1

n+ 1
,

òî
n∑

k=1

f(xk) ≥ − n

n+ 1
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

w = −
n∑

k=1

f(xk) ≤
n

n+ 1
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà âñå xk ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî åñòü êîãäà âñå ak ðàâíû

ìåæäó ñîáîé.

Ðàçäåë 8

8.1. Ðèñóíîê 31 ïîÿñíÿåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

Ðèñ. 31. Èëëþñòðàöèÿ ê çàäà÷å 8.1
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Áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîðàá-

ëÿìè, òî åñòü âåëè÷èíó

p(t) = (s1 − v1t)
2 + (s2 − v2t)

2 =

= (v21 + v22)t
2 − 2(s1v1 + s2v2)t+ s21 + s22.

Îáîçíà÷èì a = v21 + v22 , b = s1v1 + s2v2, c = s21 + s22. Çàïèøåì

p(t) = at2 − 2bt+ c = a
(
t− b

a

)2
− b2 − ac

a
.

Âû÷èñëèì

b2 − ac = s21v
2
1 + 2s1s2v1v2 + s22v

2
2 − v21s

2
1 − v22s

2
2 − v21s

2
2 − v22s

2
1 =

= −(v1s2 − v2s1)
2.

Ïîëó÷àåì

p(t) ≥ (v1s2 − v2s1)
2

v21 + v22
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

t =
b

a
=
s1v1 + s2v2
v21 + v22

. (8.1)

Î ò â å ò. Íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîðàáëÿìè ðàâíî

ñëåäóþùåé âåëè÷èíå:

|v1s2 − v2s1|√
v21 + v22

.

Îíî áóäåò äîñòèãíóòî â ìîìåíò âðåìåíè, îïðåäåëÿåìûé ôîð-

ìóëîé (8.1).

Ïðè v1s2 = v2s1 êîðàáëè ñòîëêíóòñÿ.

8.2. Èìååì

w =
(
a+

b+ 1

2

)2
+

3

4

(
b2 +

2

3
b
)
− 1

4
.
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Îòìåòèì, ÷òî

b2 +
2

3
b =

(
b+

1

3

)2
− 1

9
,

ïîýòîìó

w =
(
a+

b+ 1

2

)2
+

3

4

(
b+

1

3

)2
− 1

3
.

Ïîëó÷àåì w ≥ − 1
3 , ïðè÷åì íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðà-

âåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà b = − 1
3 è a = − 1

3 .

8.3. Èìååì

w = a2 + b2 +
(
a
√
c− b√

c

)2
+ 2ab =

= (a+ b)2 +
(
a
√
c− b√

c

)2
.

Ïðè a+ b = 1 ïîëó÷àåì w ≥ 1. Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê

ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà b = ca = c
c+1 .

8.4. Î÷åâèäíî, ÷òî

w =
(a− b)2

2
+

(b− c)2

2
+

(c− a)2

2
− (ab+ bc+ ca).

Äàëåå,

ab+ bc+ ca ≤ a2 + b2

2
+
b2 + c2

2
+
c2 + a2

2
= a2 + b2 + c2.

Äîáàâèâ 2(ab + bc + ca) ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî íåðàâåíñòâà,

ïîëó÷èì

3(ab+ bc+ ca) ≤ (a+ b+ c)2.

Çíà÷èò,

w ≥ (a− b)2

2
+

(b− c)2

2
+

(c− a)2

2
− 1

3
(a+ b+ c)2.

Ïðè a + b + c = 1 ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó w ≥ − 1
3 .

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a = b = c = 1
3 .
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8.5. Ó âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, èçîáðàæåí-

íîãî íà ðèñóíêå 32, äëèíà ñòîðîí AB, BC è CD ðàâíà åäè-

íèöå.

Ðèñ. 32. Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê

ñ òðåìÿ ðàâíûìè ñòîðîíàìè

Ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé òðå-

óãîëüíèêîâ BCD è ABD. Åñëè çàôèêñèðîâàòü ïîëîæåíèå

ñòîðîí BC è CD (è òåì ñàìûì çàôèêñèðîâàòü ïëîùàäü òðå-

óãîëüíèêà BCD), òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABD áóäåò íàè-

áîëüøåé, êîãäà ñòîðîíà AB ïåðïåíäèêóëÿðíà BD. Òàêèì îá-

ðàçîì, â îïòèìàëüíîì ñëó÷àå óãîë ABD äîëæåí áûòü ïðÿ-

ìûì. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì óãîëDCA òàêæå äîëæåí áûòü

ïðÿìûì. Ïîëó÷èì, ÷òî íà îòðåçîê AD îïèðàþòñÿ äâà ïðÿìûõ

óãëà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êè A, B, C è D ëåæàò íà îêðóæíî-

ñòè ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå O îòðåçêà AD.

Òåïåðü ëåãêî äîêàçàòü, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî îòðåçêîâ AB,

BC è CD, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABO, BOC è OCD ðàâíîñòî-

ðîííèå. Â ÷àñòíîñòè, óãëû ABC è BCD ðàâíû 120◦.

Î ò â å ò. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è äëÿ ïëîùàäè S ÷åòûðåõóãîëü-

íèêà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî S ≤ 3
√
3

4 . Íåðàâåíñòâî âûïîë-

íÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëîâèíó ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñ

äëèíîé ñòîðîí, ðàâíîé åäèíèöå.

8.6. Âîçüìåì îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì R è â íåé ñåêòîð

ñ óãëîì φ ðàäèàí. Äëÿ ïëîùàäè S è ïåðèìåòðà P ñåêòîðà



132 ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

S =
1

2
R2φ, P = 2R+Rφ.

Íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü S ïðè äàííîì P .

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì

S =
1

2
R2φ =

1

4
(2R)(Rφ) ≤ 1

4

(2R+Rφ

2

)2
=

1

16
P 2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

2R = Rφ, òî åñòü ïðè φ = 2 è R = 1
4P .

8.7. Ðèñóíîê 33 ïîÿñíÿåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

Ðèñ. 33. Ïîÿñíåíèå ê çàäà÷å 8.7

Äëÿ ïëîùàäè S âïèñàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà

S = 2x(h− ax2).

Ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì

êâàäðàòè÷íûì èìååì

S =

√
2

a

(
x
√
2a
)√

h− ax2
√
h− ax2 ≤

≤
√

2

a

(2h
3

)3/2
=

4√
a

(h
3

)3/2
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

2ax2 = h− ax2,
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òî åñòü ïðè ax2 = h
3 .

8.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a äëèíó îñíîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà

è ÷åðåç h � åãî âûñîòó. Ïëîùàäü S îêíà è åãî ïåðèìåòð P

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

S = ah+
1

8
πa2, P = 2h+

(
1 +

π

2

)
a.

Íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü S ïðè äàííîì P .

Ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì c èìååì

S =
1

2c
(ca)

(
2h+

1

4
πa
)
≤ 1

8c

(
2h+ a

(
c+

1

4
π
))2

.

Âîçüìåì c = 1 + 1
4π. Ïîëó÷èì

S ≤ 1

8c
P 2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ca = 2h+ 1
4πa, òî åñòü ïðè a = 2h.

Î ò â å ò. Îêíî èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü, êîãäà

a =
2

4 + π
P, h =

1

4 + π
P.

8.9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà è

÷åðåç h � åãî âûñîòó. Äëÿ îáúåìà V òåëà è ïëîùàäè S åãî

ïîâåðõíîñòè ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

V = πr2h+
2

3
πr3, S = 3πr2 + 2πrh.

Íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü S ïðè äàííîì V .

Èìååì

3V = πr2(3h+ 2r) =
π√
5

(
r
√
5
)√

r(3h+ 2r)
√
r(3h+ 2r) ≤

≤ π√
5

(9r2 + 6rh

3

)3/2
=

π√
5

(S
π

)3/2
=

1√
5π

S3/2.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

S ≥
(
3
√
5π V

)2/3
=

3
√
45πV 2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà 5r2 = r(3h+ 2r), òî åñòü ïðè r = h.

Î ò â å ò. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåëà áóäåò íàèìåíüøåé,

êîãäà

r = h =
(3V
5π

)1/3
.

8.10. Âñå ñîìíîæèòåëè â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïîëî-

æèòåëüíû, ïîýòîìó íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

[(a+ b− c)(a− b+ c)][(a− b+ c)(−a+ b+ c)]×

×[(−a+ b+ c)(a+ b− c)] ≤ a2b2c2.
(8.2)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè èìååì

(a+ b− c)(a− b+ c) ≤ a2,

(a− b+ c)(−a+ b+ c) ≤ c2,

(−a+ b+ c)(a+ b− c) ≤ b2.

Ïåðåìíîæèâ, ïîëó÷èì (8.2).

Íåðàâåíñòâî (8.2) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà a = b = c.

8.11. Ïî îïðåäåëåíèþ ñðåäíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî èìååì

H =
3

1
a + 1

b + 1
c

,

òàê ÷òî
1

a
+

1

b
+

1

c
=

3

H
. (8.3)
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Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (A.1.5) ìåæäó ñðåäíèì àðèô-

ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì. Çàïèøåì

1

a+ b− c
+

1

a− b+ c
≥ 2

a
,

1

a− b+ c
+

1

−a+ b+ c
≥ 2

c
,

1

−a+ b+ c
+

1

a+ b− c
≥ 2

b
.

(8.4)

Âñå òðè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

a+ b− c = a− b+ c = −a+ b+ c,

òî åñòü òîëüêî ïðè a = b = c.

Íà îñíîâàíèè (8.4) è (8.3) ïîëó÷àåì

w =
1

2

( 1

a+ b− c
+

1

a− b+ c

)
+

1

2

( 1

a− b+ c
+

1

−a+ b+ c

)
+

1

2

( 1

−a+ b+ c
+

1

a+ b− c

)
≥ 1

a
+

1

c
+

1

b
=

3

H
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè a = b =

= c = H.

8.12. Â ñèëó (A.1.5) èìååì

1
√
a+

√
b−

√
c
+

1
√
a−

√
b+

√
c
+

1

−
√
a+

√
b+

√
c
≥

≥ 9
√
a+

√
b+

√
c
,

(8.5)

ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

3
√
a+

√
b+

√
c
≥

√
a+

√
b+

√
c

a+ b+ c
. (8.6)

Çàïèøåì(√
a+

√
b+

√
c
)2

= a+b+c+2
√
ab+2

√
ac+2

√
bc ≤ 3(a+b+c).
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Äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî (8.6).

Îáà íåðàâåíñòâà (8.5) è (8.6) âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà

òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b = c.

8.13. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

p =
1

2
(a+ b+ c), t = p− a, u = p− b, v = p− c.

ßñíî, ÷òî t, u, v � ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, ïðè ýòîì

t+ u = c, u+ v = a, v + t = b, t+ u+ v = p.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

t2uv + tu2v + tuv2 = tuvp = S2. (8.7)

Èìååì

w = ab+ bc+ ca =

= (u+ v)(v + t) + (v + t)(t+ u) + (t+ u)(u+ v) =

= (v + t+ u)2 + vt+ tu+ uv.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

(v + t+ u)2 ≥ 3 (vt+ tu+ uv). (8.8)

Ïîëó÷èì

w ≥ 4 (vt+ tu+ uv). (8.9)

Åùå ðàç âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì (8.8), çàìåíèâ â íåì

v, t, u íà vt, tu, uv. Çàïèøåì

(vt+ tu+ uv)2 ≥ 3 (t2uv + tu2v + tuv2). (8.10)

Íà îñíîâàíèè (8.9), (8.10) è (8.7) ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó

íåðàâåíñòâó

w ≥ 4
√
3S. (8.11)
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Ïðîìåæóòî÷íûå íåðàâåíñòâà (8.8) è (8.10) âûïîëíÿþòñÿ

êàê ðàâåíñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = t = u, òî

åñòü ïðè a = b = c. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà w ïðèíè-

ìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

a = b = c = 2
√
S

4√3
.

8.14. Îáîçíà÷èì S = a1+a2+· · ·+an. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

ak ≥ a2k ïðè âñåõ k ∈ 1 : n, ïîýòîìó

(S + 1)2 ≥ 4S ≥ 4(a21 + a22 + · · ·+ a2n).

Îáà íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà òîëüêî òîãäà,

êîãäà S = 1 è ak = a2k ïðè âñåõ k ∈ 1 : n. Ïîñëåäíåå óñëî-

âèå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå ak ðàâíî íóëþ èëè åäèíèöå. Îáà

óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èç ak ðàâíî

åäèíèöå, à îñòàëüíûå ak ðàâíû íóëþ.

8.15. Ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì è

ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì äâóõ ÷èñåë èìååì(a1 + a2 + · · ·+ an
n

)2
+
(a
2

)2
≥ (a1 + a2 + · · ·+ an) a

n
. (8.12)

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a1 + a2 + · · ·+ an
n

=
a

2
. (8.13)

Äàëåå,

(a1 + a2 + · · ·+ an) a ≥ a21 + a22 + · · ·+ a2n, (8.14)

ïðè÷åì íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà aka = a2k ïðè âñåõ k ∈ 1 : n. Ïîñëåäíåå èìååò

ìåñòî, åñëè êàæäîå ak ðàâíî íóëþ èëè a.

Îáúåäèíèâ íåðàâåíñòâà (8.12) è (8.14), ïðèäåì ê òðåáóå-

ìîìó íåðàâåíñòâó. Îíî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî ïðè ñî-

áëþäåíèè óñëîâèÿ (8.13), â êîòîðîì êàæäîå ak ðàâíî íóëþ
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èëè a. Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè ÷åòíîì n, êîãäà ïîëîâèíà ak
ðàâíà a, à âòîðàÿ ïîëîâèíà ak ðàâíà íóëþ.

8.16. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì
√
a− 1 +

√
b− 1 = 1 ·

√
a− 1 +

√
b− 1 · 1 ≤

√
ba.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

1 = t
√
b− 1 è

√
a− 1 = t ïðè íåêîòîðîì t > 0. Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî √
a− 1 ·

√
b− 1 = 1.

Óñëîâèå îáðàùåíèÿ íåðàâåíñòâà â ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

b = a
a−1 .

8.17. Èìååì

a
√
bc+ b

√
ca+ c

√
ab =

√
abc
(√
a+

√
b+

√
c
)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè (A.1.3) è íåðàâåíñòâîì

(A.2.5) ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðà-

òè÷íûì. Ïîëó÷èì

√
abc ≤

(a+ b+ c

3

)3/2
,

√
a+

√
b+

√
c ≤ 3

(a+ b+ c

3

)1/2
.

Ïåðåìíîæèâ, ïðèäåì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó. Îíî âûïîë-

íÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b = c.

8.18. Åñëè îäíî èç ÷èñåë a, b ðàâíî íóëþ, òî íåðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a è b � ïîëîæè-

òåëüíûå ÷èñëà. Ñ ó÷åòîì (B.4.1) çàïèøåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ(a3 + b3

2

)1/3
≥
(a2 + b2

2

)1/2
≥

√
ab.

Îáà íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà òîëüêî ïðè

a = b.
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Ïî óñëîâèþ çàäà÷è a2 + b2 = 1, ïîýòîìó

a3 + b3 ≥ 1√
2
,

1

2
≥ ab.

Ïåðåïèñàâ âòîðîå íåðàâåíñòâî â âèäå 1√
2
≥

√
2 ab, ïðèäåì ê

òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó

a3 + b3 ≥
√
2 ab.

Îíî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè a = b = 1√
2
.

8.19. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè b ≤ a ≤ c. Òîãäà

(a− b)(a− c) ≤ 0

èëè

a2 ≤ ab+ ac− bc.

Óìíîæèâ ýòî íåðàâåíñòâî íà b, ïîëó÷èì

a2b ≤ ab2 + abc− b2c.

Òåïåðü èìååì

a2b+ b2c+ c2a+ abc ≤ ab2 + 2abc+ c2a = a(b+ c)2 =

=
1

2
(2a)(b+ c)(b+ c) ≤ 1

2

(2(a+ b+ c)

3

)3
=

4

27
(a+ b+ c)3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

(a− b)(a− c) = 0 è 2a = b+ c, òî åñòü ïðè a = b = c.

8.20. Çàïèøåì

(a+ b)4 = (a2 + b2 +2ab)2 ≥
(
2
√

2ab(a2 + b2)
)2

= 8ab(a2 + b2).

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

(a2 + b2) = 2ab, òî åñòü ïðè a = b.
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8.21. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì

1

2

( a
bc

+
b

ca

)
+

1

2

( b
ca

+
c

ab

)
+

1

2

( c
ab

+
a

bc

)
≥ 1

c
+

1

a
+

1

b
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà

ca2 = b2c, ab2 = c2a, bc2 = a2b,

òî åñòü ïðè a = b = c.

8.22. Îáîçíà÷èì

A =

n∑
k=1

apk, B =

n∑
k=1

bqk.

Åñëè îäíî èç ÷èñåë A èëè B ðàâíî íóëþ, òî íåðàâåíñòâî âû-

ïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî A è B îòëè÷íû îò

íóëÿ. Ïåðåïèøåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â ýêâèâàëåíòíîì âè-

äå
n∑

k=1

(apk
A

)1/p(bqk
B

)1/q
≤ 1. (8.15)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (B.3.10) è óñëîâèÿ 1
p + 1

q = 1 ïðè âñåõ

k ∈ 1 : n èìååì(apk
A

)1/p(bqk
B

)1/q
≤ 1

p

apk
A

+
1

q

bqk
B
. (8.16)

Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì (8.15).

Íåðàâåíñòâà (8.16) âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåíñòâà òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ap
k

A =
bqk
B , òî åñòü êîãäà b

q
k = λapk ïðè âñåõ k ∈ 1 : n

è íåêîòîðîì λ > 0. Ïðè òîì æå óñëîâèè êàê ðàâåíñòâî âû-

ïîëíÿåòñÿ è íåðàâåíñòâî (8.15).

8.23. Ïî óñëîâèþ (ak−ai)(bk− bi) ≥ 0. Ñëîæèâ ýòè íåðà-

âåíñòâà, ïîëó÷èì

0 ≤
n∑

k=1

n∑
i=1

(ak − ai)(bk − bi) = 2n

n∑
k=1

akbk − 2

n∑
k=1

ak

n∑
i=1

bi.

(8.17)
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Ïîäåëèâ íà 2n2, ïðèäåì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó.

Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî (8.17) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåí-

ñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ak èëè âñå bi ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Ïóñòü íåðàâåíñòâî (8.17) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî. Òî-

ãäà

(ak − ai)(bk − bi) = 0 ïðè âñåõ k, i èç 1 : n. (8.18)

Îáîçíà÷èì a = min
k∈1:n

ak, J = {k ∈ 1 : n | ak = a}. Åñëè íå

âñå ak ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî íàéäåòñÿ èíäåêñ k0, íå ïðèíàä-

ëåæàùèé J . Èìååì ak − ak0 < 0 ïðè âñåõ k ∈ J . Â ñèëó (8.18)

bk − bk0
= 0 ïðè âñåõ k ∈ J. (8.19)

Òåïåðü âîçüìåì èíäåêñ k1 èç J . Òàê êàê ak − ak1 > 0 ïðè

âñåõ k ̸∈ J , òî bk − bk1
= 0 ïðè âñåõ k ̸∈ J . Â ÷àñòíîñòè,

bk0
− bk1

= 0. Çíà÷èò,

bk − bk0
= 0 ïðè âñåõ k ̸∈ J. (8.20)

Íà îñíîâàíèè (8.19) è (8.20) ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âñå bk
ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Íåðàâåíñòâî (8.17),

äåéñòâèòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî, åñëè âñå ak èëè

âñå bi ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

8.24. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p âåñ áðèëëèàíòà, è ïóñòü p = p1+

+p2 + · · · + pn, ãäå pk � íåîòðèöàòåëüíûå âåñà. Äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü íåðàâåíñòâà

(p1 + p2 + · · ·+ pn)
2 ≥ p21 + p22 + · · ·+ p2n, (8.21)

p21 + p22 + · · ·+ p2n ≥ 1

n
(p1 + p2 + · · ·+ pn)

2 (8.22)

è âûÿñíèòü, êîãäà ýòè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåí-

ñòâà.
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Íåðàâåíñòâî (8.22) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåä-

íèì êâàäðàòè÷íûì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ÷èñåë p1, p2,

. . . , pn. Îíî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî, êîãäà âñå pk ðàâíû

ìåæäó ñîáîé.

Íåðàâåíñòâî (8.21) ïðîâåðÿåòñÿ òàê:

(p1 + p2 + · · ·+ pn)
2 = p21 + p22 + · · ·+ p2n + 2

∑
k ̸=j

pkpj ≥

≥ p21 + p22 + · · ·+ p2n.

Ðàâåíñòâî ïîëó÷èì, åñëè
∑

k ̸=j pkpj = 0. Ýòî âîçìîæíî òîëü-

êî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåò äâóõ íåíóëåâûõ pk, òî åñòü êîãäà

îäíî èç pk ðàâíî p, à îñòàëüíûå pk ðàâíû íóëþ.

8.25. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} óäîâëåòâîðÿåò ðåêóð-

ðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

an+1 = an

(1
2
lg(n+ 1)

)
, n = 2, 3, . . .

Îáîçíà÷èì qn = 1
2 lg(n+ 1). Ïðè n = 99 èìååì qn = 1, ïîýòî-

ìó a100 = a99. Ïðè n < 99 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî qn < 1,

ïîýòîìó a2 > a3 > · · · > a99. Ïðè n > 99 áóäåò qn > 1, ïîýòî-

ìó a100 < a101 < . . . Ïîëó÷èëè, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå an
äîñòèãàåòñÿ ïðè n = 99 è n = 100.

8.26. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðè 0 < a < b âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî
a

b
<
a+ 1

b+ 1
.

Ïîëó÷èì

an =
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
<

2 · 4 · 6 · · · (2n)
3 · 5 · 7 · · · (2n+ 1)

=
1

an(2n+ 1)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

an <
1√

2n+ 1
.
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Äàëåå,

an =
1

2
· 3 · 5 · · · (2n− 1)

4 · 6 · · · (2n)
>

1

2
· 2 · 4 · · · (2n− 2)

3 · 5 · · · (2n− 1)
=

1

4nan
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

an >
1

2
√
n
.

8.27. Ïðè íàòóðàëüíûõ x, y, z ïî íåðàâåíñòâó Êîøè èìå-

åì

3 =
xy

z
+
yz

x
+
zx

y
≥ 3 3

√
xyz.

Çíà÷èò, xyz ≤ 1. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y =

= z = 1. Ñëó÷àè, êîãäà îäíî èç ÷èñåë x, y, z èëè âñå òðè îòðè-

öàòåëüíû, íåâîçìîæíû (îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî íå ìîæåò ðàâ-

íÿòüñÿ 3). Äîïóñòèì, ÷òî äâà ÷èñëà îòðèöàòåëüíû. Òîãäà âñå

ñëàãàåìûå ïîëîæèòåëüíû. Çàìåíèâ îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà èõ

ìîäóëÿìè, ïîëó÷èì åùå òðè ðåøåíèÿ (−1,−1, 1), (−1, 1,−1)

è (1,−1,−1).

8.28. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, ïîëîæèòåëü-

íîé ïðè x > 0 è îòðèöàòåëüíîé ïðè x < 0. Íàèáîëüøåå çíà÷å-

íèå áóäåì èñêàòü íà ïîëóîñè (0, +∞). Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè

èìååì

f(x) :=
x

ax2 + b
=

1

ax+ b
x

≤ 1

2
√
ab
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ax = b
x è x > 0, òî åñòü ïðè x =

√
b
a .

Â ñèëó íå÷åòíîñòè ôóíêöèè f(x) íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äî-

ñòèãàåòñÿ ïðè x = −
√

b
a è ðàâíî − 1

2
√
ab
.

8.29. Èìååì

f(x) =
ax2 + bx+ c

x− p
=
a(x2 − p2) + b(x− p) + ap2 + bp+ c

x− p
=

= a(x+ p) + b+
A

x− p
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè A = 0 ôóíêöèÿ f(x) ëèíåéíà.

Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

f ′′(x) =
2A

(x− p)3
.

Ïî òåîðåìå B.2.3 ôóíêöèÿ f(x) ñòðîãî âûïóêëà ïðè A > 0 è

ñòðîãî âîãíóòà ïðè A < 0 íà ïîëóîñè (p,+∞).

8.30. Âû÷èñëèì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå:

F ′(p) =

n∑
k=1

apk ln ak

n∑
k=1

apk

,

F ′′(p) =

( n∑
k=1

apk ln
2 ak

)( n∑
k=1

apk

)
−
( n∑

k=1

apk ln ak

)2
( n∑

k=1

apk

)2 .

Ïîêàæåì, ÷òî F ′′(p) > 0 íà R. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íåðà-
âåíñòâî( n∑

k=1

apk ln ak

)2
<
( n∑

k=1

apk

)( n∑
k=1

apk ln
2 ak

)
. (8.23)

Îáîçíà÷èì A =
n∑

k=1

apk, tk = apk/A. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå tk

ïîëîæèòåëüíû è ÷òî èõ ñóììà ðàâíà åäèíèöå. Ïîñëå äåëåíèÿ

íà A2 íåðàâåíñòâî (8.23) ïðèíèìàåò âèä

( n∑
k=1

tk ln ak

)2
<

n∑
k=1

tk ln
2 ak. (8.24)

Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (8.24) ñëåäóåò èç ñòðîãîé âû-

ïóêëîñòè íà R ôóíêöèè x2 è òîãî ôàêòà, ÷òî íå âñå ÷èñ-

ëà ln ak ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
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8.31. Ïåðåïèøåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â ðàçâåðíóòîì

âèäå

1 + a+ b+ ab ≤ 1 +
a+ b

2
+
√
ab+

√
ab
a+ b

2
.

Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì(√
ab− 1

)(a+ b

2
−

√
ab
)
≥ 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è ÷èñ-

ëà a è b áîëüøå åäèíèöû. Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðà-

âåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b.

8.32. Óìíîæèì è ðàçäåëèì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íà

ñîïðÿæåííóþ âåëè÷èíó√
a2 + b2

2
+
a+ b

2
.

Ïîëó÷èì√
a2 + b2

2
− a+ b

2
=

(a− b)2

4
(√

a2+b2

2 + a+b
2

) ≤ (a− b)2

4(a+ b)
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a = b.

8.33. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì

n∑
k=1

(√
ak ·

√
bk
)
≤

√√√√ n∑
k=1

ak ·

√√√√ n∑
k=1

bk.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó.

Åñëè âñå ak ðàâíû íóëþ, òî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê

ðàâåíñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà íå âñå ak ðàâíû íóëþ, íåðàâåíñòâî

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

bk = tak ïðè íåêîòîðîì t ≥ 0 è âñåõ k ∈ 1 : n.
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Ðèñ. 34. Ãðàôèê ôóíêöèè x lnx

8.34. Ôóíêöèÿ f(x) = x lnx ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé

íà ïîëóîñè [0,+∞). Íà ðèñóíêå 34 èçîáðàæåí åå ãðàôèê.

Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà, äëÿ òî÷åê xk, óäîâëåòâîðÿþùèõ

îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è, èìååì

1

n

n∑
k=1

f(xk) ≥ f
( 1
n

n∑
k=1

xk

)
= f

( 1
n
A
)
.

Òàêèì îáðàçîì,

n∑
k=1

f(xk) ≥ n f
( 1
n
A
)
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

x1 = x2 = · · · = xn = 1
nA.

8.35. Èìååì

w :=
a1 + a2 + · · ·+ an
b1 + b2 + · · ·+ bn

− c =

=
b1

(
a1

b1
− c
)
+ b2

(
a2

b2
− c
)
+ · · ·+ bn

(
an

bn
− c
)

b1 + b2 + · · ·+ bn
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: B = b1 + b2 + · · ·+ bn, tk = bk/B,

M = max
k∈1:n

{ak
bk

− c
}
.

×èñëà tk ïîëîæèòåëüíûå è â ñóììå ðàâíû åäèíèöå.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âñåõ k ∈ 1 : n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ak
bk

− c ≤M. (8.25)

Óìíîæèì åãî íà tk è ïðîñóììèðóåì ïî k îò 1 äî n. Ïîëó÷èì

w ≤M.

Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïðè âñåõ k ∈ 1 : n êàê ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî (8.25), òî åñòü, êîãäà âñå äðîáè ak/bk ðàâíû ìåæäó

ñîáîé.

8.36. Ðèñóíîê 35 ïîÿñíÿåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è.

Ðèñ. 35. Ïîÿñíåíèå ê çàäà÷å 8.36

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàäèóñ îêðóæíîñòè è ÷åðåç φk óãîë

ìåæäó ðàäèóñàìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äâóì ñîñåäíèì ñòî-

ðîíàì îïèñàííîãî n-óãîëüíèêà. Î÷åâèäíî, ÷òî φk ∈ (0, π).

Ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà AEOF ðàâíà r2 tg φk

2 . Äëÿ ïëî-

ùàäè Sn âñåãî n-óãîëüíèêà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Sn = r2
n∑

k=1

tg
φk

2
.

Íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü Sn ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

n∑
k=1

φk = 2π; φk ∈ (0, π) ïðè âñåõ k ∈ 1 : n.
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Ôóíêöèÿ f(x) = tg x ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé íà èíòåð-

âàëå (0, π2 ). Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà èìååì

1

n

n∑
k=1

tg
φk

2
≥ tg

( 1
n

n∑
k=1

φk

2

)
= tg

π

n
.

Çíà÷èò,

Sn ≥ r2n tg
π

n
= πr2

(n
π

tg
π

n

)
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà φ1 = φ2 = · · · = φn = 2π
n , òî åñòü, êîãäà îïèñàííûé

n-óãîëüíèê ïðàâèëüíûé.

8.37. Êîíêóðèðóþùèìè áóäóò âïèñàííûå n-óãîëüíèêè,

äëÿ êîòîðûõ öåíòð îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ èõ âíóòðåííåé òî÷-

êîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïëîùàäü n-óãîëüíèêà ìîæíî óâåëè-

÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðèåìà, óêàçàííîãî íà ðèñóíêå 36. Âåðøè-

íà A çàìåíÿåòñÿ âåðøèíîé P . Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC

ìåíüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà BCP .

Ðèñ. 36. Óâåëè÷åíèå ïëîùàäè âïèñàííîãî n-óãîëüíèêà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r äëèíó ðàäèóñà îêðóæíîñòè è ÷åðåç αk

óãîë ìåæäó ðàäèóñàìè, ñîåäèíÿþùèìè öåíòð îêðóæíîñòè ñ

êîíöàìè k-é ñòîðîíû âïèñàííîãî n-óãîëüíèêà (ðèñ. 37). Äëÿ
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ïëîùàäè Sn âïèñàííîãî n-óãîëüíèêà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Sn =
1

2
r2

n∑
k=1

sinαk.

Íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü Sn ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

n∑
k=1

αk = 2π; αk ∈ (0, π) ïðè âñåõ k ∈ 1 : n.

Ðèñ. 37. Âïèñàííûé n-óãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî öåíòð

îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êîé

Ôóíêöèÿ f(x) = sinx ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé íà èíòåð-

âàëå (0, π). Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà èìååì

1

n

n∑
k=1

sinαk ≤ sin
( 1
n

n∑
k=1

αk

)
= sin

2π

n
.

Çíà÷èò,

Sn ≤ 1

2
r2n sin

2π

n
= πr2

( n
2π

sin
2π

n

)
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà α1 = α2 = · · · = αn = 2π
n , òî åñòü êîãäà âïèñàííûé

n-óãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.

8.38. Ôóíêöèÿ f(x) = sin2 x ñòðîãî âûïóêëà íà (0, π4 ),

òàê êàê

f ′′(x) = 2 cos 2x > 0 ïðè x ∈ (0, π4 ).
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Ïî óñëîâèþ çàäà÷è óãëû α/2, β/2, γ/2 ïðèíàäëåæàò èíòåð-

âàëó (0, π4 ). Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà. Ïîëó÷èì

sin2
α

2
+ sin2

β

2
+ sin2

γ

2
≥ 3 sin2

(1
3

(α
2
+
β

2
+
γ

2

))
=

3

4
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

α = β = γ = π
3 .

8.39. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì

sinα · sinβ · sin γ ≤
( sinα+ sinβ + sin γ

3

)3
. (8.26)

Ôóíêöèÿ f(x) = sinx ñòðîãî âîãíóòà íà èíòåðâàëå (0, π). Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà. Ïîëó÷èì

1

3
(sinα+ sinβ + sin γ) ≤ sin

(1
3
(α+ β + γ)

)
=

√
3

2
. (8.27)

Îáúåäèíèâ (8.26) è (8.27), ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

sinα · sinβ · sin γ ≤ 3
√
3

8
.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà îáà íåðàâåíñòâà (8.26) è (8.27) âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåí-

ñòâà, òî åñòü ïðè α = β = γ = π
3 .

8.40. Ôóíêöèÿ f(x) = 1
sin x ñòðîãî âûïóêëà íà èíòåðâàëå

(0, π), òàê êàê ôóíêöèÿ sinx ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî âîãíóòà

íà ýòîì èíòåðâàëå (ñì. çàäà÷ó B.5). Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà

èìååì

1

sinα
+

1

sinβ
+

1

sin γ
≥ 3

sin
(
1
3 (α+ β + γ)

) = 2
√
3.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

α = β = γ = π
3 .

8.41. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ w â âèäå

w = sinα · sinβ + (cosα) · 1 + 1 · (cosβ).
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Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Ïîëó÷èì

w ≤
√
sin2 α+ cos2 α+ 1 ·

√
sin2 β + 1 + cos2 β = 2.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ïðè íåêîòîðîì t ≥ 0 ñîâìåñòíû ñîîòíîøåíèÿ

sinα = t sinβ, cosα = t, 1 = t cosβ.

Îíè ãàðàíòèðóþò, ÷òî

sin2 α+ 12 = t2
(
sin2 β + cos2 β

)
= t2 = cos2 α,

òî åñòü ÷òî sin2 α+1 = cos2 α. Íà îòðåçêå
[
0, π

2

]
ýòî âîçìîæíî

òîëüêî ïðè α = 0. Ïî α = 0 âû÷èñëÿþòñÿ t = 1 è β = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî 2 è äîñòè-

ãàåòñÿ â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, êîãäà α = β = 0.

8.42. Ôóíêöèÿ f(x) = sinx ñòðîãî âîãíóòà íà îòðåç-

êå [0, π2 ]. Âîçüìåì x ∈ (0, π2 ). Ñîãëàñíî àíàëîãó íåðàâåí-

ñòâà (B.1.5) äëÿ ñòðîãî âîãíóòûõ ôóíêöèé èìååì

sinx >
2

π
x.

Çàïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî ïðè x = α, x = β, x = γ è ðåçóëü-

òàòû ñëîæèì. Ïîëó÷èì

sinα+ sinβ + sin γ >
2

π
(α+ β + γ) = 2.

Êîíñòàíòó 2 â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà óâåëè÷èòü íåëü-

çÿ, òàê êàê ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòðîóãîëüíûõ

òðåóãîëüíèêîâ ñ óãëàìè αn, βn, γn òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

(sinαn + sinβn + sin γn) = 2.

Äîñòàòî÷íî âçÿòü αn = π
2 − 1

n , βn = π
2 − 1

n , γn = 2
n .
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8.43. Ôóíêöèÿ f(x) = cos2(x) ñòðîãî âîãíóòà íà îòðåçêå

[0, π4 ], òàê êàê îíà íåïðåðûâíà íà [0,
π
4 ] è f

′′(x) = −2 cos 2x < 0

ïðè x ∈ (0, π4 ). Ñîãëàñíî àíàëîãó íåðàâåíñòâà (B.1.5) äëÿ

ñòðîãî âîãíóòûõ ôóíêöèé ïðè x ∈ (0, π4 ) èìååì

cos2 x > 1 +
4

π
x
(
cos2

π

4
− 1
)
= 1− 2

π
x.

Çàïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî ïðè x = α/2, x = β/2, x = γ/2 è

ðåçóëüòàòû ñëîæèì. Ïîëó÷èì

cos2
α

2
+ cos2

β

2
+ cos2

γ

2
> 3− 2

π

(α
2
+
β

2
+
γ

2

)
= 2.

Êîíñòàíòó 2 â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà óâåëè÷èòü íåëü-

çÿ, òàê êàê ïðè αn = π
2 − 1

n , βn = π
2 − 1

n , γn = 2
n ñïðàâåäëèâî

ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

(
cos2

αn

2
+ cos2

βn
2

+ cos2
γn
2

)
= 2.

8.44. Ôóíêöèÿ f(x) = cosx ñòðîãî âîãíóòà íà îòðåçêå

[0, π2 ]. Âîçüìåì x0 = 0, x1 = π
n , t = n

n+1 . Ïî îïðåäåëåíèþ

ñòðîãîé âîãíóòîñòè èìååì

f
(
tx1 + (1− t)x0

)
> tf(x1) + (1− t)f(x0).

Â äàííîì ñëó÷àå

cos
π

n+ 1
>

n

n+ 1
cos

π

n
+

1

n+ 1
.

Óìíîæèâ íà n+ 1, ïðèäåì ê òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó

(n+ 1) cos
π

n+ 1
− n cos

π

n
> 1.

Êîíñòàíòó â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà óâåëè÷èòü íåëüçÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ëåâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ëàãðàíæà
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ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

(n+ 1) cos
π

n+ 1
− n cos

π

n
=

= cos
π

n+ 1
+ n

(
cos

π

n+ 1
− cos

π

n

)
=

= cos
π

n+ 1
+
(
n sin ξn

) π

n(n+ 1)
,

ãäå ξn ∈ ( π
n+1 ,

π
n ). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ïðè n → ∞

ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.

8.45. Èìååì

f(x) = 2sin x + 2cos x ≥ 2
√
2sin x+cos x.

Òàê êàê

sinx+ cosx =
√
2 sin

(
x+

π

4

)
≥ −

√
2,

òî

f(x) ≥ 2
√

2−
√
2.

Òî÷êà ìèíèìóìà x∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé sin(x+ π
4 ) = −1,

x ∈ [0, 2π]. Ïîëó÷àåì x∗ = 5π
4 .

8.46. Îáîçíà÷èì y = sinn x, z = cosnx. Çàïèøåì

f(x) =
(
1 +

1

y

)(
1 +

1

z

)
= 1 +

1

y
+

1

z
+

1

yz
≥

≥ 1 + 2

√
1

yz
+

1

yz
=
(
1 +

√
1

yz

)2
.

Òàê êàê yz = sinn x cosnx = 1
2n (sin 2x)

n, òî

f(x) ≥
(
1 +

√
2n

(sin 2x)n

)2
≥ (1 + 2n/2)2.

Òî÷êà ìèíèìóìà x∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé

sinn x = cosnx, sin 2x = 1, x ∈ (0, π2 ).
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Î÷åâèäíî, ÷òî x∗ = π
4 .

8.47. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì ìåæäó ñðåäíèì ãåî-

ìåòðè÷åñêèì è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì. Ïîëó÷èì

f(x) = sinx · sin 2x = 2 sin2 x · cosx =

= 4
( sinx√

2
· sinx√

2
· cosx

)
≤ 4
(1
3

)3/2
.

Òî÷êà ìàêñèìóìà x∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé sin x√
2

= cosx,

x ∈ (0, π2 ). ßñíî, ÷òî x
∗ = arctg

√
2.

8.48. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå λ > 0. Çàïèøåì

f(x) =
1

λ2n−1

(
sinx · · · sinx︸ ︷︷ ︸

2m ðàç

·λ cosx · · ·λ cosx︸ ︷︷ ︸
(2n−1) ðàç

)
≤

≤ 1

λ2n−1

(2m sin2 x+ (2n− 1)λ2 cos2 x

2m+ 2n− 1

) 2m+2n−1
2

.

Ïîëîæèì λ =
√
2m/(2n− 1). Ïîëó÷èì

f(x) ≤
(2n− 1

2m

) 2n−1
2
( 2m

2m+ 2n− 1

) 2m+2n−1
2

=

= (2m)m

√
(2n− 1)2n−1

(2m+ 2n− 1)2m+2n−1
.

Òî÷êà ìàêñèìóìà x∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé sinx = λ cosx,

x ∈ (0, π2 ). Î÷åâèäíî, ÷òî

x∗ = arctg

√
2m

2n− 1
.

8.49. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì

1

b1
+

1

b2
+ · · ·+ 1

bn
≥ n

n
√
b1b2 · · · bn

. (8.28)
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Äàëåå

1 + bk =
1

n− 1
+

1

n− 1
+ · · ·+ 1

n− 1︸ ︷︷ ︸
(n−1) ðàç

+bk ≥ n n

√
bk

(n− 1)n−1
,

òàê ÷òî
n∏

k=1

(1 + bk) ≥ nn
n
√
b1b2 · · · bn

(n− 1)n−1
. (8.29)

Ïåðåìíîæèâ (8.28) è (8.29), ïîëó÷èì

w ≥ n2
( n

n− 1

)n−1

.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà b1 = b2 = · · · = bn = 1
n−1 .

8.50. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå tk = bk
ak
, k ∈ 1 : n. Ïåðåïè-

øåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â òåðìèíàõ ak è tk, ïðèíÿâ âî

âíèìàíèå, ÷òî bk = tkak. Ïîëó÷èì

n∑
k=1

aktk
1 + tk

≤

( n∑
k=1

ak

)( n∑
j=1

ajtj

)
n∑

j=1

aj(1 + tj)
.

Ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîé çàïèñè:

n∑
k=1

n∑
j=1

akaj
tk(1 + tj)

1 + tk
≤

n∑
k=1

n∑
j=1

akajtj . (8.30)

Ñðàâíèì ñëàãàåìûå ñ èíäåêñàìè (k, j) â ëåâîé è ïðàâîé ÷à-

ñòÿõ íåðàâåíñòâà (8.30). Ïðè k = j ýòè ñëàãàåìûå ðàâíû.

Ïóñòü k ̸= j. Ïîêàæåì, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ ñ èíäåêñàìè

(k, j) è (j, k) èç ëåâîé ÷àñòè íå ïðåâîñõîäèò àíàëîãè÷íîé ñóì-

ìû èç ïðàâîé ÷àñòè. Äåëî ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå íåðàâåíñòâà

tk(1 + tj)

1 + tk
+
tj(1 + tk)

1 + tj
≤ tj + tk. (8.31)
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Âûïîëíèì ïîñëåäîâàòåëüíî íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ýòîãî íåðàâåíñòâà:

tk

(
1− 1 + tj

1 + tk

)
− tj

(1 + tk
1 + tj

− 1
)
≥ 0;

tk

( tk − tj
1 + tk

)
− tj

( tk − tj
1 + tj

)
≥ 0;

(tk − tj)
( tk
1 + tk

− tj
1 + tj

)
≥ 0;

(tk − tj)
2

(1 + tk)(1 + tj)
≥ 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàêëþ÷èòåëüíîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî.

Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî è íåðàâåíñòâî (8.31).

Èç (8.31) ñëåäóåò (8.30). Íåðàâåíñòâî (8.30) âûïîëíÿåòñÿ

êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå tk ðàâíû ìåæäó

ñîáîé, òî åñòü êîãäà bk = tak ïðè íåêîòîðîì t > 0 è âñåõ

k ∈ 1 : n.

Ç àì å ÷ à í è å. Çàäà÷à 8.50 ïîðîæäàåò ýôôåêòíóþ ýêñòðå-

ìàëüíóþ çàäà÷ó:

íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

w =
a1b1
a1 + b1

+
a2b2
a2 + b2

+ · · ·+ anbn
an + bn

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

a1 + a2 + · · ·+ an = A, b1 + b2 + · · ·+ bn = B,

a1 > 0, a2 > 0, . . . , an > 0, b1 > 0, b2 > 0, . . . , bn > 0.

Çäåñü A è B � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Ïðèâåäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó çàäà÷è 8.50 èìååì

w ≤ AB

A+B
.
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Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà bk = tak ïðè íåêîòîðîì t > 0 è âñåõ k ∈ 1 : n.

Çíà÷åíèå t íàéäåì èç îãðàíè÷åíèé çàäà÷è. Ïîëó÷èì t = B
A .

Çíà÷èò, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå w ðàâíî AB
A+B . Îíî äîñòèãà-

åòñÿ íà ëþáîì ïëàíå (a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn), óäîâëå-

òâîðÿþùåì óñëîâèþ

bk =
B

A
ak, k ∈ 1 : n.

Ïðèëîæåíèå À

A.1. Ïåðåïèøåì ïðåäëîæåííîå íåðàâåíñòâî â ýêâèâà-

ëåíòíîì âèäå
n
√(

1 + 1
m

)m
< 1 +

1

n
.

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì

n
√(

1 + 1
m

)m
=

=
n
√(

1 + 1
m

) (
1 + 1

m

)
· · ·
(
1 + 1

m

)︸ ︷︷ ︸
m ðàç

· 1 · 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
(n−m) ðàç

<

<
m
(
1 + 1

m

)
+ n−m

n
= 1 +

1

n
.

A.2. Åñëè îäíî èç ÷èñåë m, n ðàâíî åäèíèöå, òî íåðàâåí-

ñòâî òðèâèàëüíî. Ïóñòü m ≥ 2, n ≥ 2. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè

èìååì

m
√
n =

m
√
n · 1 · 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸

(m−1) ðàç

<
n+m− 1

m
,

n
√
m =

n
√
m · 1 · 1 · · · 1︸ ︷︷ ︸

(n−1) ðàç

<
m+ n− 1

n
.

Çíà÷èò,

1
m
√
n
+

1
n
√
m
>

m

n+m− 1
+

n

n+m− 1
=

m+ n

n+m− 1
> 1.



158 ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

A.3. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè è ôîðìóëîé äëÿ

ñóììû ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïîëó÷èì

n! = nn
(
1

n
· 2
n
· · · n− 1

n

)
<

< nn

(
1

(n− 1)n

(
1 + 2 + · · ·+ (n− 1)

))n−1

=
nn

2n−1
.

A.4. Ïðè k ∈ 2 : n ïî íåðàâåíñòâó Áåðíóëëè èìååì

k

√
k

k − 1
= k

√
1 +

1

k − 1
< 1 +

1

(k − 1)k
.

Ïîýòîìó
n∑

k=2

k

√
k

k − 1
< n− 1 +

n∑
k=2

1

(k − 1)k
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1
(k−1)k = 1

k−1 − 1
k , ïîëó÷àåì

n∑
k=2

1

(k − 1)k
=
(
1− 1

2

)
+
(1
2
− 1

3

)
+ · · ·+

( 1

n− 1
− 1

n

)
= 1− 1

n
.

Çíà÷èò,
n∑

k=2

k

√
k

k − 1
< n− 1

n
< n.

A.5. Ïðè a = 0 äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê

ðàâåíñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè a > −1 è a ̸= 0 íåðàâåíñòâî

áóäåò ñòðîãèì.

Ïî íåðàâåíñòâó Áåðíóëëè èìååì

n
√
1 + a < 1 +

1

n
a.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1
n
√
1 + a

>
1

1 + 1
na
.
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Îòìåòèì, ÷òî
(
1 + 1

na
)(
1− 1

na
)
< 1. Çíà÷èò,

1

1 + 1
na

> 1− 1

n
a.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

1
n
√
1 + a

> 1− 1

n
a.

A.6. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì

n+1
√
an =

n+1
√
an · 1 ≤ na+ 1

n+ 1
.

Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â (n+1)-þ ñòåïåíü ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðà-

âåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà a = 1.

A.7. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì

an + n−1
√
a1a2 . . . an−1 + · · ·+ n−1

√
a1a2 . . . an−1︸ ︷︷ ︸

(n−1) ðàç

≥

≥ n n
√
an(a1a2 . . . an−1),

÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáóåìîìó íåðàâåíñòâó.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

an = n−1
√
a1a2 . . . an−1.

A.8. Ïåðåïèøåì ïðåäëîæåííîå íåðàâåíñòâî â ýêâèâà-

ëåíòíîì âèäå

1

n
(an1 + an2 + · · ·+ ann) ≥ n

√
an1 · an2 · · · ann.

Èìååì ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà Êîøè. Íåðàâåíñòâî âû-

ïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà a1 = a2 = . . .

= an.
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A.9. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè èìååì

1 + a2 + a4 + · · ·+ a2n ≥ (n+ 1)
n+1
√
a2(1+2+···+n) = (n+ 1)an.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè a = 1.

A.10. Ëåâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ìèí-

êîâñêîãî (1.8), åñëè â íåì ïîëîæèòü b1 = b2 = · · · = bn = 1.

Ïðàâîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì

íåðàâåíñòâà Êîøè. Îáà íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ êàê ðàâåí-

ñòâà òîëüêî òîãäà, êîãäà a1 = a2 = · · · = an.

A.11. Äîñòàòî÷íî â íåðàâåíñòâå (2.1) ïîëîæèòü ak = 1

ïðè âñåõ k ∈ 1 : n. Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî

òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå bk ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

A.12. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (2.1) èìååì

(a+ b+ c)2 =

(√
b
a√
b
+
√
c
b√
c
+
√
a
c√
a

)2

≤

≤ (b+ c+ a)

(
a2

b
+
b2

c
+
c2

a

)
.

Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà
a√
b
= t

√
b,

b√
c
= t

√
c,

c√
a
= t

√
a

ïðè íåêîòîðîì t ∈ R, òî åñòü êîãäà

a = tb, b = tc, c = ta.

Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà è ðàçäåëèâ íà a + b + c, ïîëó÷èì

t = 1. Çíà÷èò, ðàâåíñòâî â äîêàçàííîì íåðàâåíñòâå âûïîë-

íÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b = c.

A.13. Åñëè îäíî èç ÷èñåë a, b, c ðàâíî íóëþ, òî íåðà-

âåíñòâî òðèâèàëüíî, òàê êàê åãî ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â
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íîëü. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ êàê ðàâåí-

ñòâî, åñëè, ïî êðàéíåé ìåðå, åùå îäíî èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë

ðàâíî íóëþ.

Äîïóñòèì, ÷òî âñå òðè ÷èñëà a, b, c ïîëîæèòåëüíû. Ïîäå-

ëèì äàííîå íåðàâåíñòâî íà ïðîèçâåäåíèå abc. Ïîëó÷èì ýêâè-

âàëåíòíîå íåðàâåíñòâî

a2

c
+
b2

a
+
c2

b
≥ a+ b+ c.

Îíî äîêàçûâàåòñÿ òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ïðåäûäóùåé çà-

äà÷å. Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà,

êîãäà a = b = c.

A.14. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (2.1) èìååì

(b1 + b2 + · · ·+ bn)
2 =

=

(
√
a1

b1√
a1

+
√
a2

b2√
a2

+ · · ·+
√
an

bn√
an

)2

≤

≤ (a1 + a2 + · · ·+ an)

(
b21
a1

+
b22
a2

+ · · ·+ b2n
an

)
.

Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà
bk√
ak

= t
√
ak, èëè bk = tak ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è íåêîòîðîì

t ∈ R.

A.15. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Çà-

ïèøåì
n∑

k=1

a2k
ak + ak+1

≥ (a1 + a2 + · · ·+ an)
2

2(a1 + a2 + · · ·+ an)
=

1

2

n∑
k=1

ak.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

ak = t(ak+ak+1) ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è íåêîòîðîì t ∈ R. Ñëîæèâ
ýòè ðàâåíñòâà è ïîäåëèâ ðåçóëüòàò íà ñóììó a1+a2+ · · ·+an,
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ïîëó÷èì t = 1
2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ak ðàâíû

ìåæäó ñîáîé.

A.16. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì èç çà-

äà÷è A.14, çàìåíèâ â íåì ak íà akbk. Íåðàâåíñòâî áóäåò âû-

ïîëíÿòüñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà bk = takbk ïðè

âñåõ k ∈ 1 : n, òî åñòü êîãäà âñå ak ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

A.17. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì èç ïðåäûäóùåé çàäà-

÷è. Çàïèøåì

a

pb+ qc
+

b

pc+ qa
+

c

pa+ qb
≥

≥ (a+ b+ c)2

a(pb+ qc) + b(pc+ qa) + c(pa+ qb)
.

Çíàìåíàòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðèâîäèòñÿ ê

âèäó

(p+ q)(ab+ bc+ ca).

Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

a

pb+ qc
+

b

pc+ qa
+

c

pa+ qb
≥ (a+ b+ c)2

(p+ q)(ab+ bc+ ca)
. (A.1)

Íåðàâåíñòâî (A.1) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà,

êîãäà

pb+ qc = pc+ qa = pa+ qb. (A.2)

Ïîêàæåì, ÷òî

(a+ b+ c)2 ≥ 3(ab+ bc+ ca). (A.3)

Îòñþäà è èç (A.1) áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî (A.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca. (A.4)
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Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî,

a2 + b2 + c2 =
a2 + b2

2
+
b2 + c2

2
+
c2 + a2

2
≥ ab+ bc+ ca.

Íåðàâåíñòâî (A.4) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà,

êîãäà a = b = c. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ è óñëîâèÿ (A.2).

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

a

pb+ qc
+

b

pc+ qa
+

c

pa+ qb
≥ 3

p+ q

è ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

a = b = c.

A.18. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî èìååì

(b1 + b2 + · · ·+ bn)
2 =

=
[
1 · (b1 + a1) + 1 · (b2 + a2) + · · ·+ 1 · (bn + an)+

+(−1)(a1 + a2 + · · ·+ an)
]2 ≤

≤ (n+ 1)
[
(b1 + a1)

2 + (b2 + a2)
2 + · · ·+ (bn + an)

2+

+(a1 + a2 + · · ·+ an)
2
]
.

Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà

bk + ak = t ïðè k ∈ 1 : n,

a1 + a2 + · · ·+ an = −t.

Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

bk = −ak − (a1 + a2 + · · ·+ an), k ∈ 1 : n.

A.19. Âîçâåäåì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà â êâàäðàò. Ïîñëå
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î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó íåðà-

âåíñòâó
n∑

k=1

akbk ≤
√

n∑
k=1

a2k ·
√

n∑
k=1

b2k. (A.5)

Ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èçâåñòíà
(
ñì. (2.4)

)
.

Åñëè âñå ak ðàâíû íóëþ, òî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê

ðàâåíñòâî. Åñëè æå íå âñå ak ðàâíû íóëþ, òî íåðàâåíñòâî áó-

äåò âûïîëíÿòüñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà bk = tak

ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è íåêîòîðîì t ≥ 0.

A.20. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà â êâàä-

ðàò è î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó

íåðàâåíñòâó âèäà (A.5). Åãî ñïðàâåäëèâîñòü èçâåñòíà. Óñëî-

âèÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà êàê ðàâåíñòâà òàêèå æå, êàê â

ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

Ïðèëîæåíèå B

B.1. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ôóíêöèè ñ òðåáóåìûì ñâîé-

ñòâîì ÿâëÿåòñÿ f(x) = x3.

B.2. Âîçüìåì òî÷êè x0, x1 èç I, x0 ̸= x1, è ÷èñëî t ∈ (0, 1).

Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèé fk(x) íà I ïðè âñåõ

k ∈ 1 : n èìååì

fk
(
tx1 + (1− t)x0

)
< tfk(x1) + (1− t)fk(x0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

fk
(
tx1 + (1− t)x0

)
< tF (x1) + (1− t)F (x0).

Âçÿâ ìàêñèìóì ïî k ∈ 1 : n, ïðèäåì ê òðåáóåìîìó íåðàâåí-

ñòâó

F
(
tx1 + (1− t)x0

)
< tF (x1) + (1− t)F (x0).
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Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ïîòî÷å÷íîãî ìàêñèìóìà

îáû÷íî ïðèâîäèò ê íåãëàäêèì ñòðîãî âûïóêëûì ôóíêöèÿì.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(x) = max
{
(x− 1)2, (x+ 1)2

}
ñòðîãî âûïóêëà íà R, îäíàêî ó íå¼ îòñóòñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ
â òî÷êå x = 0.

B.3. Èìååì(
fn(x)

)′′
= n(n− 1)fn−2

(
f ′(x)

)2
+ nfn−1(x)f ′′(x).

Ïî óñëîâèþ f(x) > 0 è f ′′(x) > 0 ïðè âñåõ x ∈ (a, b). Çíà÷èò,(
fn(x)

)′′
> 0 ïðè âñåõ x ∈ (a, b). Òåîðåìà 2.3 ãàðàíòèðóåò

ñòðîãóþ âûïóêëîñòü ôóíêöèè fn(x) íà (a, b).

B.4. Âîçüìåì òî÷êè x0, x1 èç I, x0 ̸= x1, è ÷èñëî t ∈ (0, 1).

Â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèé f è g èìååì

f
(
tx1 + (1− t)x0

)
< tf(x1) + (1− t)f(x0);

g
(
tx1 + (1− t)x0

)
< tg(x1) + (1− t)g(x0).

Ïåðåìíîæèì ýòè íåðàâåíñòâà. Ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü

ôóíêöèé f è g, ïîëó÷àåì

f(x)g(x) < t2f(x1)g(x1) + (1− t)2f(x0)g(x0)+

+t(1− t)
[
f(x1)g(x0) + f(x0)g(x1)

]
,

(B.1)

ãäå x = tx1 + (1 − t)x0. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ îäèíàêîâîé

ìîíîòîííîñòüþ ôóíêöèé f è g. Çàïèøåì

0 ≤
(
f(x1)− f(x0)

)(
g(x1)− g(x0)

)
= f(x1)g(x1)+ f(x0)g(x0)−

−
[
f(x1)g(x0) + f(x0)g(x1)

]
.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

f(x1)g(x0) + f(x0)g(x1) ≤ f(x1)g(x1) + f(x0)g(x0). (B.2)

Îáúåäèíèâ íåðàâåíñòâà (B.1) è (B.2), ïðèäåì ê òðåáóåìîìó

íåðàâåíñòâó. Äåéñòâèòåëüíî,

f(x)g(x) < t2f(x1)g(x1) + (1− t)2f(x0)g(x0)+

+t(1− t)
[
f(x1)g(x0) + f(x0)g(x1)

]
≤

≤ tf(x1)g(x1) + (1− t)f(x0)g(x0).

B.5. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

1

f
(
tx1 + (1− t)x0

) < t

f(x1)
+

1− t

f(x0)
, (B.3)

ãäå x0, x1 � òî÷êè èç I, x0 ̸= x1, è t ∈ (0, 1). Â ñèëó ïîëîæè-

òåëüíîñòè è ñòðîãîé âîãíóòîñòè f(x) íà I èìååì

1

f
(
tx1 + (1− t)x0

) < 1

tf(x1) + (1− t)f(x0)
. (B.4)

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì ìåæäó âçâåøåííûì ñðåäíèì

ãàðìîíè÷åñêèì è âçâåøåííûì ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì â

ôîðìå (3.8). Ïîëó÷èì

1

tf(x1) + (1− t)f(x0)
≤ t

f(x1)
+

1− t

f(x0)
. (B.5)

Îáúåäèíèâ (B.4) è (B.5), ïðèäåì ê (B.3).

B.6. Îáîçíà÷èì

xα = αx1 + (1− α)x0, yβ = βy1 + (1− β)y0,

ãäå x0, x1, y0, y1 � òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå (0,+∞), x0 ̸= x1,

y0 ̸= y1, è α, β � ÷èñëà èç (0, 1). Ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü ôóíê-
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öèé xf(x) è f( 1x ) íà (0,+∞) õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

xαf(xα) < αx1f(x1) + (1− α)x0f(x0);

f
( 1

yβ

)
< βf

( 1

y1

)
+ (1− β)f

( 1

y0

)
. (B.6)

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

f(xα) <
αx1
xα

f(x1) +
(1− α)x0

xα
f(x0). (B.7)

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (B.7) ñëåäóåò (B.6) è

íàîáîðîò.

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (B.7). Âîçüìåì y0, y1, β è

ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (B.6). Ïîëîæèì

x0 =
1

y0
, x1 =

1

y1
, α =

βy1
yβ

.

Â ýòîì ñëó÷àå

xα =
α

y1
+

(1− α)

y0
=

β

yβ
+

1− β

yβ
=

1

yβ
;

αx1
xα

=
βy1x1
yβxα

= β,
(1− α)x0

xα
= 1− β.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî èç íåðàâåíñòâà (B.7) ñëåäóåò (B.6).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (B.6). Âîçüìåì x0, x1,

α è ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (B.7). Ïîëîæèì

y1 =
1

x1
, y0 =

1

x0
, β =

αx1
xα

.

Â ýòîì ñëó÷àå

yβ =
β

x1
+

1− β

x0
=

α

xα
+

1− α

xα
=

1

xα
.

Òåïåðü íåðàâåíñòâî (B.7) ñëåäóåò èç (B.6).
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B.7. Ëåâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà,

åñëè ó÷åñòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

f
(x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
= f

(x1 + xn
2

)
.

Ïðàâîå íåðàâåíñòâî îñíîâàíî íà îáðàùåíèè íåðàâåíñòâà Éåí-

ñåíà. Ïîëîæèì

m = x1, M = xn, tk =
1

n
ïðè âñåõ k ∈ 1 : n.

Îòìåòèì, ÷òî

x̂ :=
1

n

n∑
k=1

xk =
x1 + xn

2
.

Òàê êàê òî÷êè xk ïðè k ∈ 2 : n− 1 îòëè÷íû è îò m, è îò M ,

òî â ñèëó òåîðåìû 3.3 ïîëó÷àåì

1

n

n∑
k=1

f(xk) <

<
1

xn − x1

[(
xn − x1 + xn

2

)
f(x1) +

(x1 + xn
2

− x1

)
f(xn)

]
=

= 1
2

(
f(x1) + f(xn)

)
.

B.8. Îáîçíà÷èì

m = 0, M =

n∑
k=1

xk, tk =
1

n
ïðè âñåõ k ∈ 1 : n.

Âû÷èñëèì

x̂ :=
1

n

n∑
k=1

xk =
1

n
M.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå â ôîðìóëèðîâêå ÷èñëà xi, xj íå ñîâ-

ïàäàþò íè ñ m, íè ñ M . Ïî òåîðåìå 3.3 îá îáðàùåíèè íåðà-

âåíñòâà Éåíñåíà ïîëó÷àåì

1

n

n∑
k=1

f(xk) <
(
1− 1

n

)
f(m) +

1

n
f(M).
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Îñòàåòñÿ óìíîæèòü ýòî íåðàâåíñòâî íà n è âñïîìíèòü îïðå-

äåëåíèå m è M .

B.9. Îáîçíà÷èì

A =

n∑
k=1

ak, tk =
ak
A
, xk =

bk
ak
.

Ïîñëå äåëåíèÿ òðåáóåìîãî íåðàâåíñòâà íà A2 è èçâëå÷åíèÿ

êâàäðàòíîãî êîðíÿ ïðèäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó íåðàâåíñòâó√
1 +

n∑
k=1

(tkxk)
2 ≤

n∑
k=1

tk

√
1 + x2k. (B.8)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
√
1 + x2 ñòðîãî âûïóêëà

íà R. Â òåðìèíàõ ýòîé ôóíêöèè íåðàâåíñòâî (B.8) ìîæíî

ïåðåïèñàòü òàê:

f
( n∑

k=1

tkxk

)
≤

n∑
k=1

tkf(xk). (B.9)

Íåðàâåíñòâî (B.9) ñïðàâåäëèâî êàê íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ

ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè f(x), åñëè ó÷åñòü, ÷òî âñå tk ïî-

ëîæèòåëüíû è â ñóììå ðàâíû åäèíèöå. Íåðàâåíñòâî (B.9)

(à çíà÷èò, è òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî) âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåí-

ñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå xk ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî åñòü

êîãäà bk = λak ïðè âñåõ k ∈ 1 : n è íåêîòîðîì λ > 0.

B.10. Ââåäåì ôóíêöèþ

f(x) =
1√
x
−
√
x.

Å¼ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

f ′(x) = − 1

2x
√
x
− 1

2
√
x
.

Îíà ñòðîãî âîçðàñòàåò íà ïîëóîñè (0,+∞). Ïî òåîðåìå 2.2

ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé íà (0,+∞).
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Ïîëîæèì xk = a2k. Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà èìååì

n∑
k=1

( 1

ak
− ak

)
=

n∑
k=1

f(xk) ≥ nf
(x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
=

= nf
( 1
n

)
= n

(√
n− 1√

n

)
= (n− 1)

√
n.

Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà

âñå xk ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî åñòü ïðè a1 = a2 = · · · = an =

= 1√
n
.
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