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1°. Одним из основных понятий связывающих, классический (гладкий)
анализ с недифференцируемой оптимизацией и конструктивным негладким
анализом, является производная по направлению.

Положим S = {g ∈ R
n | ‖g‖ = 1}.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что функция f дифференцируема в точке x0

по направлению g ∈ S, если существует конечный предел

f ′(x0, g) = lim
α→+0

f(x0 + αg)− f(x0)

α
.

Величина f ′(x0, g) называется производной функции f в точке x0 по направ-

лению g.

Если функция f дифференцируема в точке x0, то f ′(x0, g) = 〈f ′(x0), g〉.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Говорят, что функция f субдифференцируема в точ-
ке x0, если ее приращение допускает представление

f(x0 + h)− f(x0) = max
v∈∂f(x0)

〈v, h〉+ o(‖h‖), (1)

где ∂f(x0) ⊂ R
n — выпуклый компакт, o(‖h‖)/‖h‖ −→ 0 при h −→ 0.

Положительно однородный по h функционал

ℓ(x0, h) = max
v∈∂f(x0)

〈v, h〉

называется субдифференциалом функции f в точке x0, а выпуклый компакт
∂f(x0) — субдифференциальным множеством.
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Из (1) следует, что у субдифференцируемой в точке x0 функции f(x) су-
ществуют производные по всем направлениям и что справедлива формула

f ′(x0, g) = max
v∈∂f(x0)

〈v, g〉 ∀g ∈ S.

Нетрудно убедиться, что для дифференцируемой в точке x0 функции f(x)
субдифференциальное множество состоит из одного элемента, а именно
∂f(x0) = {f ′(x0)}.

2°. Рассмотрим функцию дискретного максимума

ϕ(x) = max
i∈I

fi(x),

где I — конечное индексное множество.

ТЕОРЕМА 1. Если все функции fi(x), i ∈ I, непрерывно дифференцируемы в

окрестности точки x0, то производная функции максимума ϕ(x) в точке x0

по любому направлению g ∈ S существует. При этом

ϕ′(x0, g) = max
i∈I(x0)

〈f ′

i(x0), g〉,

где I(x0) =
{

i ∈ I | fi(x0) = ϕ(x0)
}

— индексное множество «активных

функций».

Функция ϕ(x) из теоремы 1 является субдифференцируемой, причем

∂ϕ(x0) = conv
{

f ′

i(x0), i ∈ I(x0)
}

. (2)

Здесь conv означает выпуклая оболочка.

ПРИМЕР 1. Рассмотрим функцию f(x) = |〈x, c〉 + γ|. Найдем общим вид
субдифференциального множества в точке x0. Заметим, что функцию f(x)
можно переписать следующим образом

f(x) = max {f1(x), f2(x)} = max {〈x, c〉+ γ,−(〈x, c〉+ γ)} ,

а следовательно применима теорема 1 и формула (2). Запишем индексное мно-
жество «активных функций»:

I(x0) =







{1} , если f1(x0) > f2(x0);
{1, 2} , если f1(x0) = f2(x0);
{2} , если f1(x0) < f2(x0).

Тогда

∂f(x0) =







{c} , если 〈x0, c〉+ γ > 0;
conv {c,−c} , если 〈x0, c〉+ γ = 0;
{−c} , если 〈x0, c〉+ γ < 0.

Здесь f ′

1(x0) = −f ′

2(x0) = c.
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3°. Укажем свойства субдифференцируемых функций, которые можно
трактовать как субдифференциальное исчисление. Отметим, что в совокуп-
ности выпуклых компактов, в частности, субдифференцируемых множеств,
определены операции сложения по Минковскому и умножения на констан-

ту, а именно

U + V = {u+ v | u ∈ U, v ∈ V } ,

λU = {λu | u ∈ U} ,

где U , V — выпуклые компакты в R
n, λ — вещественное число.

ТЕОРЕМА 2. 1) Пусть функции f1 и f2 субдифференцируемы в точ-

ке x0. Тогда сумма этих функций субдифференцируема в этой точке,

при этом

∂(f1 + f2)(x0) = ∂f1(x0) + ∂f2(x0).

2) Пусть функция f субдифференцируема в точке x0. Тогда при любом

неотрицательном λ функция λf также субдифференцируема в этой

точке, причем

∂(λf)(x0) = λ∂f(x0).

3) Пусть функции fi(x), i ∈ I субдифференцируемы в точке x0. Тогда функ-

ция ϕ(x) = maxi∈I fi(x) субдифференцируема в этой точке. При этом

субдифференциальное множество ∂ϕ(x0) описывается следующим обра-

зом:

∂ϕ(x0) = conv
{

∂fi(x0), i ∈ I(x0)
}

.

Здесь, как и ранее, I(x0) = {i ∈ I | fi(x0) = ϕ(x0)}.

Таким образом, класс субдифференцируемых функций довольно богат. Он
содержит гладкие функции и замкнут относительно операций сложения, умно-
жения на положительную константу и взятия поточечного максимума от ко-
нечного числа субдифференцируемых функций. В частности, ему принадле-
жат выпуклые функции как гладкие, так и негладкие.

ПРИМЕР 2. Рассмотрим в R
2 полиэдральные нормы

ℓ1(x) = |x1|+ |x2|, ℓ∞(x) = max {|x1|, |x2|} .

Они являются выпуклыми функциями, а потому субдифференцируемы. Вы-
числим соответствующие им субдифференциальные множества в точке x∗ = 0.
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Предварительно вычислим субдифференциальные множества в точке x∗

для функций f1(x) = |x1| и f2(x) = |x2|. Воспользуемся результатами приме-
ра 1. Имеем

∂f1(x∗) = conv

{(

−1

0

)

,

(

1

0

)}

, ∂f2(x∗) = conv

{(

0

−1

)

,

(

0

1

)}

.

Применяя правила субдифференциального исчисления (см. теорему 2) по-
лучим:

∂ℓ1(x∗) = ∂f1(x∗) + ∂f2(x∗) =

= conv

{(

−1

0

)

,

(

1

0

)}

+ conv

{(

0

−1

)

,

(

0

1

)}

=

= conv

{(

−1

−1

)

,

(

−1

1

)

,

(

1

−1

)

,

(

1

1

)}

,

∂ℓ∞(x∗) = conv {∂f1(x∗), ∂f2(x∗)} =

= conv

{(

−1

0

)

,

(

1

0

)

,

(

0

−1

)

,

(

0

1

)}

.

4°. Пусть функция f субдифференцируема на R
n.

ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы точка x∗ была точкой минимума функ-

ции f(x) на R
n, необходимо, а в случае выпуклости f и достаточно, чтобы

выполнялось неравенство

f ′(x∗, g) > 0 ∀g ∈ S. (3)

Точка x∗, для которой выполняется неравенство (3), называется стацио-

нарной точкой функции f(x) на R
n.

ТЕОРЕМА 4. Условие стационарности равносильно включению

0 ∈ ∂f(x∗). (4)

Если условие (4) не выполнено, то с помощью субдифференциального мно-
жества можно найти направление наискорейшего спуска [1]. Более подроб-
ное изложение основ конструктивного негладкого анализа имеется, например,
в монографии [2].
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